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iNFIlSriMENT PETITS 

Par A^. le Marquis de l'Hôpital > 

Suivie d'un nouveau Commentaire pour l'intel- 
ligence des endroits les plus difficiles de cet 

Ouvrage. 

Piir V Auteur eu Guide des jeunes Mathématiciens ions 
t étude des Leçons de Mathématique de M. l'Abbé • 

de la Caille^ 
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A AVIGNON, 

Chez la Veuve Girard & François Sbguin, Impr. 
Libraires , près la Place St. Didier. 

5^ trouve a Pétris , 

Jean Desaint, Libraire > rue du Foin S. Jacques. 
Charxes Saillant , Libraire , rue S. Jean de 
Chez ^ Beauvaîs. 

G Joseph Panckoxtckb , Libraire > rue , & à 

côté de la Comédie Frauçoife. 
Durand J^eveu , Libraire ^ rue S. Jacques. 

M. PCC. L XVI 11 
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P nÊ FA C E 

DE L'ÉDITEUR, 

Ou ■ Vori trouvera ce qU^dn doit peafir dé 
rAnàlyfc des Infîniment Petits , ^ 

des divers Commentaires qui en ont été 
faitst 



I 



L eft des hottmies dont le nôrtt 
ik X .^ul fait reloge. M. le Maiqui$ 

de V Hôpital^ eft de cç nombre ; auffi ^ 
>, en oiFrant au Public la troifîeme édition 

du Traité des Infiniment Petits , ne no\ià 

jctterons-nous point dans le panégyri- 
que de l'Auteur* Pour donner feule- 
ment eh deux mots l'idée la plus éted-^ 
due de ce rare 6c profond Génie ^ nous 
ferons remarquer qu'il a vécu dans un 
fîécle où les Mathématiciens fê propo-» 
foient /' par manière de défi , les pro- 
blèmes les plus embrouillés , 6C qu'il 

a 
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ne fç trouvoit dans le monde que- 

M. M. Newton , Leibnitz , les deux 
Bernottlly , Ht^ghens , &: M. le Mar- 
quis de ÏHôpital qui fuflènc en étac 
d'en donner la folution. Nous ajoute- 
rons que , lorfque M. Hayghens vou- 
. lut s'adonner au calcul .différentiel , il 
s'adrelTa à M. le Marquis de l'Hôpital , 
fous la conduite de qui il fit les pro- 
grès les plus furprenants dans la Géo- 
métrie fublime. La route que cet ha- 
bile Maître lui fraya , nous la trou- 
vons dans YAnalyfe des Infiniment Petits y 

aulfi cet Ouvrage , que le monde fça- 
vant regardera toujours comme un 
chcf-3'œuvrc , e(l-il le feul livre que 
l'on puifïê mettre avec fucccs en- 
tre les mains de ceux qui ont appris 
tout ce que l'on comprend dans ce fic- 
elé éclaire fous le nom ^éUmens de 
Cecmétri'e & d^Algébre. Je ne diflî- 
mulcraî pas cependant qu'on a repro- 
ché à M. le Marquis de Xtiâfital de 
n'avoir écrit que pour les Sçavans , 
tellement rompus dans le calcul , qu'ils 
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entendent touc à demi mot. Ce fut 
pour mettre fort Ouvrage à la portée 
des Coinmençans ordinaires , que M. 
Crouzas nous en donna , en 17*1, le 
Commentaire en un volume w.4**. , 
précède de deux amples difcours , donc 
l'un eft fur la nature des Infiniment 
Petits , & l'autre fur le Calcul des Puif. 
fances,. A peine fon Commentaire vit- 
il le jour , qu'il s'emprclïà d'en en- 
voyer un exemplaire à M. Jean Ber^ 
noully. Ce Sçavant l'examina 5 6C 
après y avoir découvert des bévues 
qu'on pardonneroit à peine à un éco- 
lier , il lui dit en propres termes Qa^ 
qu'il auroit mieux fait de lui envoyer 
fon Commentaire en manu fcrit , avant 
que de le faire imprimer j qu'il y au- 
roit fait des remarques qui n'auroienc 
pas été inutiles : il ajouta qu'il auroic 
du changer plufîeurs de fes manières 
de copimentér > ÔC leur donner un 

^4) Les (Euvrcs de Jean Ber noully j Totn. 4* 
pag, itfo- & fuiv. • ' ^ 
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autre cour , de peur que les ignorant 
ne prennent Tes explications dans un 
mauvais (êns , &C ne cherchent par là 
Toccafion de décrier Y^^atyfe des Infi^ 

niment Petits, 

g 

Ce ned pas là la (èule critique 
qu ait eu à cfluyer le Commentaire de 
M. Crouzas, M. Saur in , Membre de 
l'Académie Royale des Sciences , dé- 
montre dans les Mémoires de cette cé- 
lèbre Compagnie (^) quelle Com- 
mentateur eft un guide dangereux dans 
la grande &: difficile queftion de Ma- 
ximis & Minimis , & il l'exhorte à re- 
toucher fon Ouvrage dans une féconde 
édition. Le cas qu'a fait le Public de 
la première , a difpenfc l'Auteur de 
nous en donner une (cconde. 

A peine le Commentaire de M. 
Crouzas commençoit - il à paroître , 
que la mort nous enleva le célèbre 
Varignon. Ce grand Géomètre , TaraÉi 
intime de M. le Marquis de ï Hôpital , 

^tf) /innée l'j2J , pag. «54 & fuiv. 
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âvort lu VAttalyfe des Infiniment Petits 

avec l'attention h plus réfléchie. On 
lui trouva parmi Ces papiers un ma- 
lîufcric contenant non (eulement des ex- 
plications des endroits les plus obfcurs 
& les plus difficiles de ce Traite, mais 
encore des Additions confîdérablcs, des 
Propofitions nouvelles , des Problème^ 
ajoutés à ceux de M. le Marquis de 
V Hôpital)^ des Régies , des Conftruc» 
rions, des Méthodes différentes , &:c. 
Ce précieux manufcrit fut donné au 
Public en Tannée 172 y en un volume 
««-4*. , fous le titre d^Eclairciffemems fur 
VAnalyfe des Infiniment Petits, Cet Ou- 
vrage , tout excellent qu il eft , ne peut 
guère être mis entre les mains d'un 
Commençant ; M. ^arignon n'y éclair- 
cit pour l'ordinaire que les points qui 
ont été capables de Farrcter lui-même. 
D'ailleurs cet Ouvrage pofthume a été 
imprimé avec û peu d'exaâ:itude , qu'il 
feroit prefquc plus difficile de corriger leîs 
fautes dont il fourmille , que de lire (ans 
Commentaire XAnalyfe des Infiniment Petits, 

• •• 
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L'Ouvrage de M, le Marquis de 
YHopital doit fe trouver comme néceC- 
(âiremcnt dans la bibliothèque de tous 
les Mathématiciens. Les Sçavants en 
ont be{()in pour le confulter , &C pour 
fe rappeller en peu de mots des pro- 
portions très compliquées , qu'il n'eft 
que trop facile d'oublier. Les Com- 
mençans doivent en faire leur étude 
journalière , lorfqu'ils veulent paflcr de 
la Géométrie ordinaiïc à la Géométrie 
fublime : on ne peut fe regarder com- 
me Mathématicien j que lorfqu'on a lu 
avec goût ÏAnalyfe de% lnfinim§nt Petits, 

Il nous paroit que l'édition que nous 
en donnons , ne peut manquer d'é- 
cre favorablement accueillie. Les Sça^- 
vants , qui n'ont befoin que du texte 
de l'Auteur , le trouveront au com- 
mencement du Volume , imprimé avec 
l'exaditude la plus fcrupuleufe. Les 
Notes que nous y avons ajoutées , ^ 
qui ne font qu'indiquées dans le corps 
de rOuvrage , aideront les Commen- 
çant à fç paÛèr de guide dans la route 
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cpineafè du calcul diiFérenciel. Ces No- 
tes (ont au nombre de cinquance-cinq. 
Les quatre premières (ont pour la pre- 
mière fè^tion du Traité des Infiniment 
Petits, Les II fuivantes fervent de 
commentaire à la {cconde Ceùion, L'im- 
portante queftion de Maximis & Minù 
mis que M. le Marquis de YHôpital a 
traitée dans (à troifîeme {e6tion , eA 
cclaircie par 12 Notes confidérable$. 
Un pareil nombre de Notes cft deftiné 
à commenter la matière de la qua« 
trieme fedion , c'eft-à-dire , les diffé» 
renées des différences. y ÔC les fepc exem- 
ples qui y ont rapport. Enfin ce qu'il 
y a de difficile dans les fix dernières 
ferions fè trouve expliqué dans les iix 
dernières Notes* Mais ce ne font là 
que des généralités , & il cil né- 
ceflâire d'entrer ici dans un détail 
beaucoup plus cîrconflancié. 

La première fcdion de ï Analyse des 

Infiniment Petits préfente , il cft vrai , 

les régies du calcul différentiel *, mais 

die les préfcnce d'une manière fi con- 

/ aiv 
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çiCç , qu'il cQl prefque impofllble qu'un 
homme qui les lit pour la première fois « 
apprenne , (ans le (ecours d'un habile 
Maître , à difFérencier des produits 
compliqués , des quantités fraâionnai-r 
res, des nombres zffé£ïés d'un ou plu« 
fleurs fîgnes radicaux » Ô£c. Nous efpé^ 
rpns qu'on nous fçaura quelque gré 
d avQÎr donné a ces régies , dans nos 
quatre premières Notes , une étendue 
fuiHfante » &0 de les avoir miles à la 
portée de ceux qui ne fçavenc que les 
régies du calcul ordinaire. 

M, le Marquis de ['Hôpital fuppofe 
d^nç (à féconde fjeâion que le Leâeur fe 
rappelle parfaitement , non-fèulement les 
équations de toutes les efpèces de feSliom 
coniques , de quelque genre qu'elles foient ; 
m^is celles encore de la çycloidç , de la 
fpiralf , de la conchoide , de la cilfoide , 
de la quadratrice , de la logarithmique or^ 
4mire Se fpirale &c. Nous avons cru 
fendre un véritable (crvice au commun 
des L^âteurs , en leur donnant une 
Id^ç nette des courbes que nous venons 

(Je ppmmer , Ù. en leur rappellapt les 
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^onftrations fur lesquelles (ont fon- 
dées les équations qui les diftinguenc 
les unes des autres. C'efl-là ce qu*il y 
a de plus intéreflànt dans les 2. i Notes 
qui forment le commentaire de la (c* 
conde fedion. 

Des 1 2 Notes que nous avons faites 
pour éclairdr la queftion de Maximis & 
Mihimis , celles qui font analogues aux 
articles 49 ^ $8 , 59 & éi , je veux 
dire, les Notes 28% 356, 56* & 37*» 
nous paroiflènt les plus importantes. En 
liiant la Note x8^ » on fe convaincra 
de plus en plus qu'il eft bien rare qu'il 
faille fè jetter dans l'infini , pour trou- 
ver le Maximum ou le Minimum d'une 

courbe dont l'équation éfl donnée* M* 
le Marquis de VHôpital ne s'y cfl jette 
qu'une fois dans tout le cours de fà 
troifieme fèâion , c'eft à l'article 49 > 
bi la Note qui fèrt de commentaire à 
cet ardcle , prouve qu'il pouvoit arri- 
ver à Ton même rélultat , en allant 
par le chemin ordinaire. 

La Note 3 5<^ , nous paroit prouver 
quQ M* ' Iç Marqqis de ÏHâpital n*a 
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pas toujours pris le chemin le plus 
court , pour parvenir à la (blution des 
problèmes qu'il propofê. Quoiqu'il ne 
fbit pas néceïlàire d'avoir recours à l'in- 
terfcàion du cercle àc de l'hyperbole , 
pour réfoudre le problème qui fait la 
matière de l'article $8, cependant nous 
avons cru devoir chercher le grand axe 
de la courbe dont l'équation e(l donnée 
dans cet article. Quelque critique , dans 
un moment de mauvaifè humeur , auroic 
pu (c croire en droit de nous reprocher 
que nous ne rcjettions la méthode propo- 
fée , que pour nous épargner la peine 
de conftruire une hyperbole fur une 
équation trouvée. 

L'article 59 contient une équation 
du quatrième degté. Nous avons cal- 
culé cette longue équation , ÔC nous 
l'avons transformée en quelqu'une de 
celles qui fe trouvent dans tous les li- 
vres élémentaires d'Algèbre qui traitent 
des degrés fupérieurs. Ces transforma- 
tions ont fait la matière de la 36' Note. 

Enfin la 37' Note a rapport à l'ar- 
ticle > 61 y dans lequel on propofe de 
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trouver k jour du plus petit crcpuf- 
cule , l'clévacion du pôle étant don- 
née. Comme nous ' (çavions que les 
M. M. Betnoully avoient refté plus de 
cinq aiis (^a) à refondre ce fameux 
problème , nous n*avons rien oublié 
pour donner à cette Note toute la per- 
fedion dont elle étoit fulceptible. 

Jufqu'à présent M> le Marquis de 
l'Hôpital n*a employé que le calcul des 
différences premières. Il fait dans les fcpt 
dernières (citions de (on Ouvrage grand 
u(âge des différences des différences^ aufli 

n*a-t-il pas manqué daflîgner les régies 
de ce calcul au commencement de (â 
quatrième feâion. Nous avons donné 
aflèz d étendue à notre 40' Note , pour 
mettre ces régies dans le plus grand 
jour. Nous prions le Lecteur de Texa* 
miner avec foin , &C d'appliquer à dif- 
férents cas particuliers la formule gé- 
nérale qui fert à trouver la différence 
jeconde d'une quantité quelconque éle- 
vée à une puiflance quelconque. Nous 

^tf) (Buyrts de Jean Berncmlly , Tom. i. pag. 6^ 
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le prions encore de faire une atten- 
tion fpéciale aux Notes 41 , 4S 6C 
48. La première nous paroit néceffaire 
pour l'intelligence de lartide 66 , où 
l'on propofc le problème qui confîftc à 

déterminer le point d'inflexion ou de rebrouf. 
fement dans une courbe dont la nature efi 
donnée. Dans la (cconde nous démon- 
trons que la marque que donne M. le 
Marquis de Y Hôpital pour trouver le point 
de rebroujfement ^ n'eft rien moins qu'une 
marque sure : c'cft M. Varignon qui 
nous a fourni cette démondration. Enfin 
la troifieme apprend à calculer tes 
équations du cinquième degré *, l'article 
7} auquel cette Note a rapport, four- 
nit une équation de cette efpèce. Voilà 
ce que nous avons fait ^ pour mettre à 
la portée des Commençans ordinaires 
les quatre premières {câJons du Traité 
de YAnalyfe des Infiniment Petits, Nous 

fbmmes perfuadés que quiconque nous 
aura fuivi jufqu'à préfcnt » fera en état 
de lire prefque lans commentaire le 
refte de l'Ouvrage. Aufli n'avons-nous 
fait que 6 Notes pour les fîx dernières 
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ièâions. Lon comprend que nous 
n'avons pas oublié dans ces Notes les 
développées , fie les cauftiqttes par réflexion 

& par refraé^ion j ce Cont là des cour- 
bes de la dernière importance. 
^ Quoique nous ayons droit de regar- 
der comme un ouvrage qui nous ap- 
partienne en propre , les additions donc 
nous venons de rendre compte au Pu^ 
btic *, nous nous ferons cependant un 
devoir de publier que la le6^ure des 
tclaircijfemens de M, Varignon nous a 

Élit naître la plupart des idées que 
nous avons mis en œuvre ; & nous 
ajouterons que nous avons profité de. 
I^qaelques bons endroits qui Te trouvent 
dans le commentaire de M. Cr ouzos, («) 

Mais quelles connoiflànces faut - il 

C<t} Cet Auteur , quoi<p^il n'ait fos réujjji à eom" 
flunttr M. le Marquis de rHôpital , aurait dû être traité 
wtc un peu plus de ménagement par M- M. BernouUy 
^ Saurin. Ses Traités de Géométrie d> tP^ilgéire ne 
pifftnt pas pour mauvais ; & ce fut /on mérite réel qui 
bd procura en différeris tems les chaires de iPhilo/ophie 
't Groningue C$^ de Laufanne , une place J^Ajfocié 
i^aagtr à l'Académie Royale des Sciences de Paris, tà' 
** charge de Gouverneur du Frince Frédéric de Hejfe 
^'fftl t neytu du Roi Je Suéde'. 
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avoir âcquifes pour lire avec fuccé» 

XAnalyfe des Infiniment Petits > point d*au- • 
très que celles qui font renfermées dans ; 
les Traites élémentaires de Mathémati- 
ques. Ces Traités comprennent l'Arith- ; 
métique ordinaire Ôc algébrique poufTée 
jufqu'au calcul des radicaux -, aux pro- ; 
greffions ÔC proportions , à la formation 
& à la (bmmr.rion des fuites : FAna- 
ly(è ou la (cience des équations de 
toute forte de degrés : la Géométrie 
fpcculativc & pratique : la Trigono- 
métrie au moins reâilignc, en y com- 
prenant la manière de calculer tes lo- 
• garithmes non- feulement des Hnus , tan- 
gentes 6c fécantes , mais ceux encore 
des nombres entiers & rompus t enfi» 
le Traité des fe<5fcions coniques. Tou- 
tes ces connoiflânces fe trouvent réu- 
nies dans les élémens d'Algèbre & de 
Géométrie de M. TAbbé de la Caille , 
ÔC dans le commentaire que nous en 
avons (bus le titre : de Ouide, des jeunes 
Mathématiciens dans V étude des leçons de 
Mathématique du même Auteur. Ce n eft 
qu après la ledurc de ces deux Ouvra- 
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gcs , que je voudrois qu'on sadonnâc 
au calcul difFcrenticl. Tout bon cfprit 
fera alors en état d'y faire , ave*c les 
fecours que nous lui fournifibns > les 
plus (ènfibles progrès. 

Les Infiniment Petits de M. le Mar- 
quis de VHôpital ont déjà eu deux édi- 
tions , l'une en 1^96 , èc 1 autre en 
171 5. Ceile>là fut hkc Cous les yeux 
de l'Auteur avec toute Texaiâitude ima- 
ginable. Les 14 fautes qui s'y iôntglif- 
fces ne peuvent induire le Leâeur en 
aucune erreur \ elles (ont indiquées à 
la fin du Volume. Pour l'édition de 
171$ 9 elle a été dirigée par un homme 
<}ui n'avoit pas apparemment les pre- 
mières idées de l'Algèbre. L'on y trouve 
les fautes les plus groffieres 6c ks plus pro- 
pres à déconcerter un Cbmitiençant. Je 
pourrois en indiquer un très grand nom- 
bre y je me contenterai d'avertir ceux qui 
iè la font procurée , que les exfofsnts qui 
dcvroient être négatifs , n'y ont pour l'or- 
dinaire aucun figne , ce qui les met dans 
la clafle des expofants pofitifs. Il fuffit 
d'avoir la moindre idée de calcul , pour 
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fencir combien un pareil qui pro quo eft à' 
craindre dans un livre d*Algébre. L une 
&C Tabcre de ces éditions forment une bro* 
chure^'«-4*'. de i8i pages ^ fur caraBere S^ 

jiugufiin. L'on a fait k troiiîemc édition 
fût le memecaradiere. Mais le peu de ma^ 
ticre que fournie le texte de T Auteur , & le 
defîr que Ton a eu de procurer i à peu de 
frais , à tous les Mathématiciens un Ou- 
vrage dont la néceffité eft uniVerfellement 
reconnue , nous ont fait préférer le format 
i»-8°. à l'ancien format. C*eft rendre un 
véritable fèrvice au Public 3 que de lui 
préfenter à un prix très-modique , en uti 
volume d'environ s 00 pages , '6rné d'un 
grand nombre de planches; en taille dou^ 

ce , ÏAnalyfe des Infiniment Petits , ÔÇ le 
commentaire des endroits les plus difficiles 
de cet Ouvrage immortel. L'Imprimeur 
a fîijet d'e(pérer que l'on (èra content de 
la partie typographique. Il n'a rien épar* 
;gné , pour que la beauté de l'édition ré- 
.pondît à la beauté des choies que le Livre 
renferme, 
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'Analyse qu'on cxpl^ué dané 

I cet Ouvrage , fuppofe la commune ; 

mais dlé en èft fort difftrcntc. L* Analy fd 
ORËnaîlrcr. ne traite que des grandeurs fi- 
nies : 4:eile-ci pénétre jufqucs danS Tinfini 
même. Elle compare les difFcrcnces infini- 
inent petites des grandeurs finies ; cfle dé- 
couvre les rapports de ce? différences ^ 6fi, 
par-là elle fait connoîtrc ccujc des Can- 
deurs finies , qui comparées avec ces in- 
finimenr petits font comme autant d*ihfi- 
tiis* On peut même dire que cette Ana- 
Ivfc s'étend au-delà de Tinfini i car elle ne 
ic borne pas aux différences infininiehc 
petites 5 mais elle découvre les rappdrt^ 
des différences de ces différences i ceux 
encore dés différences troifîemcs , quâtrie- 
ines i de àinfî de fuite ^ fanS ' trouver 
jamais de terme qui la puiffè arrêter. De 
forte Qu'elle n cmbràfle pas feulement ïit^ 



xvii) . .\ PREFACE. 

fini ; mais Tinfinî de l'infini , ou une infi- 
nité d'infinis. 

Une Analyfc de cette nature pouvoir 
feule nous conduire jufqu'aux véritables 
principes des lignes courbes. Car les cour- 
bes n'étant que des polygones d'une inâ« 
nité de côtés , dC ne différant entr'elles que 
par la différence des angles que ces côtés, 
infiniment petits font entr eux j il n'ap- 
partient qu'à l'Analyfê des infiniment pe- 
tits de déterminer la pofîtion de ces côtés 
pour avoir la courbure qu'ils forment » 
c e(l- à-dire les tangentes de ces courbes ,. 
leurs perpendiculaires , leurs points d'in- 
Héxion ou de rebrouffement , les rayons 
qui sy réfléchiffent , ceux qui sy rom- 
pent , &c. 

Les polygones infcrits bu circon(çrir& 
aux courbes, qui par la multipliqition in- 
finie de leurs côtés , fe confondent enfin 
avec elles, ont été pris de tout temps pour 
les courbes mêmes. Mais on en étoit de- 
meuré là : ce n'eft que depuis la décou- 
verte de l'Analyfê dont il s'agit ici , que 
l'on a bien fenti l'étendue ÔC la fécondité 
de cette idée. 
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Ce que nous avons des Anciens (ùr ces 
tarières , principalement êkArchimede , eft 
alTurémenc cligne d admiration* Mais OU'^ 
tre qu'ils n ont touché qu*à fort peu de 
courbes ^ qu'ils n'y ont même touché que 
légèrement % ce ne (ont prefque par touc 
qne propofîtions particulières ÔC fans otrr 
dte, qui ne font appercievoir aucune mé-> 
thode régulière & fuivie. Ce n eft pas ce« 
pendant qu'on leur en pui(Iê faire un re^ 
proche légitime : ils ont eu befbin d'une 
extrême force de génie (^) pour percer 
à travers tant d'obfcurités ^ & pour entrer 
les premiers dans dçs païs entieremenc 
inconnus. S'ils n'ont pas été loin t s^ils onfi 
marché par de longs circuits y du mcûns « 
quoi qu'en dife (i) Viette ^ t\s nQ£c Âotrt 
point égarés : ÔC plus les chemins qu'ib 

■4 - 

C^) ArckinUiis de lintis /piralHus traHatunt cunt bU 
ttrque leglffem , totafque animi vires intendiffem , ut fub-^ 
^ilijfunarurit dentonJIranonUm de fpiratium tangentibtis ar-^ 
^iufii aifiquerer ; nufquanv tànun $ ingénue faubot. » à6 
arum eoruemplatione it^, . eertus. recejji. p çuin fcrufUlué 
ttnimo fernper hareret , vint illius demonjlrationis me nort 
fircipijfe totam # &c. BuUîaldos Ff sef. de lioeis fpira« 
libui. ' 

Çf) Si veri Arckimedes p falîaetur conctujit Ëwti*. 
ai , f^c. Suplé GeoB»« . ^ - * 
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ont tenus étoient difficiles &C épineux , 
plus ils (ont admirables de ne s'y pas être 
perdus» En un mot il ne paroît pas que les 
Anciens en ayent pu faire davantage pour 
leur temps : ils ont fait ce que nos bons tC 
prits auroient fait en leur place ; ôc s'ils 
étoient à la nôtre , il efl à croire qu*ils au- 
roient les mcnKS vues que nous. Tout 
cela eil une fuite .de régalité naturelle des 
efpi'irs ÔC de la fucccmon néceflâire des 
découvertes. 

Ainfi il n'ed pas furprenant que les 
Anciens n'ayent pas été plus loin j mais 
on ne fçauroit afièz setonner que de 
grands hommes t Sc fans doute d'audî 
gr^Kls hommes que les Anciens , en fbient 
S long-temps demeurés là ; Sc que par 
une admiration prefque ruperfliticufepour 
leurs ouvrages , ils fè foient contentés de 
les lire àc de les commenter , fans fe per- 
mettre d*autre ufàgc de leurs lumières J 
que ce qu'il en falloir pour les fuivre ; fans 
ofcr commettre le crime de penfcr quel- 
quefois par eux-mêmes , &: de porter leur 
vue au- delà de ce que les Anciens avoicnt 
découvert. De cette manière bien des gens 
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travailloîent , ils écrivoient , les Livres (c 
mulciplioient , 6c cependanp rien n'avan- 
çoit : tous les travaux de pluficurs lîécles 
n'ont abouti qu'à remplir le monde de 
«(pcâuciix commentaires & de traduc- 
tions répétées d'originaux fouvcnt affet 
méprifàbles. 

Tel fut l'état des Mathématiques , 6c 
fur-tout de la Phîlofophie , jufqu'à M. 
Defcartes, Ce grand homme pouflc par fon 
génie ÔC par la fupériorité qu'il Ce fentolc , 
quitta les Anciens pour ne fuivre que 
cette même raifon que les Anciens avoient 
fuivie 5 bc cette hcureufè hardieflè, qui fut 
traitée de révolte, nous valut une infinité 
de vues nouvelles ÔC utiles fur la Phyâquc 
& fur la Géométrie, Alors on ouvrit les 
yeux 5 & l'on s'avi(â de pcnfer. 

Pour ne parler que des Mathémati* 
ques , dont il efl feulement ici que^lion , 
M. Defcartes commença où les Anciens 
avoient fini , ÔC il débuta par la folutîon 
d'un Problème où Pappus dit (a) qu'ils 
étoient tous demeurés* On (çait jufqu'où 



(«^ ColUâ. Mithem, Lib. y. iniùo. 

b 1*1 
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il a porte VAnalyCc & laGéomctrîc, &C ' 
eombicn Talliage qu'il en a fait , rend fa-» > 
cile la folution d'une infinité de Problè- 
mes qui paroifïbient impénétrables avant '- 
lui. Mais comme il s'appliquoit principa* 
lement à la réfolution des égalités , il ne fît ' 
d'attention aux courbes, qu'autant quelles i 
Jui pouvoient fervîr à en trouver les ra- : 
cines : de forte que T Analyfè ordinaire lui 
fufHfant pour cela , il ne s'avifa point 
d'en chercher d'autre. Il n'a pourtant pas 
laifTé de s'en (êrvir heureufement dans la 
recherche des tangentes ^ &C la méthode 
qu'il découvrit pour cela lui parut û belle > 
q»i'il ne fît point difficulté de dire , (a) 
que ce Problême était le plus utile & le plus 
général , non feulement qu*il ffût , mais même 
qu'il eut jamais défirs de ffavoir en Géométrie, 
Comme la Géométrie de M. Defcartes 
ftvoitmis la.conftruélion des Problèmes 
par la réfolution des égalités fort à la 
mode » & qu'elle avoit donné de grandes 
ouvertures pour cela j la plupart des Géo- 
mètres s'y appliquèrent , ils y firent auiB 



(a) Gfonpct. Liy. 9. 



\ 



PREFACE, xxiij 

ie nouvelles découvertes , qui- s'augmen- 
tent &^ Ce perfe(Stionnent encore tous les 
jours. 

Pour M. Pafial , H tourna Ces vues de 
tout un autre côté : il examina les cour- 
bes en elles-mêmes 9 ÔC (bus la forme de 
polygone ; il rechercha les longueurs de 
quelques-unes , leipacc qu'elles renfer-» 
ment, le Colide que ces espaces décrivent» 
les centres de gravité des unes &C des au- 
tres » àcc» Et par la confidération feule de 
leurs éiémens, c'e(l-à>dire des infiniment 
petits , il découvrit des Méthodes généra-: 
les Se d^autant plus flirprenantes , qu'il ne 
paroît y être arrivé qu a force de tête Sc 
fans AnzlyCe» 

Peu de temps après la pubbcation de la 
Méthode de M. Defcattes pour les tangen- 
tes , M. de Fermât en trouva aufïî une, que 
M. Départes a enfin avoué (<») lui-même 
être plus fimple en bien des rencontres que 
la fienne. Il eflpourtant vrai qu elle n'étoic 
pas encore aufli fimple que M. Barrcruv l'a 
tendue depuis en confîdérant de plus près 



C«) Lett. yiM Tom. ?. 
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la nature cics polygones, qui préfênee na^ 
tnrellemenc à Ferpric un petit triangle faîc 
4*une particule de courbe , comprife entre 
fieux appliquées infiniment proches , de la 
' difitrepce de ces deux appliquées , Sc de 
çeHe des coupées correfppndantes i &Ccc 
friangle ed: fetnblable à celui qui (ê doit 
' jFormer de la tangente , de l'appliquée , Sc 
' fie la (butangente : de (brte que par une 
fîmple Analogie cette dernière Méthode 
épargne tout le calcul que demande celle 
fie M. Defcartes , & que cette Méthode , 
elle-même , demandoit auparavant. 

M. Barrovu (a) n'en demeura pas là , 
il inventa aufli une efpece de calcul pro- 
pre à cette Méthode \ mais il lui falloir ^ 

àuf}i*bien que d^ns celle de M. Defcartes ^ 

^CT les fra<5^ions , & faire évanouir tous 
leç (îgnes radicaux pour s*en fervir. 

Au défaut de ce calcul eft forvenu ce^ 
lui <lu célèbre ( f ) M. leibnitz ; & ce fca- 
vant Géomètre a commencé où M. Bar> 
xow , & les autres avoient fini. Son calcul 
la mené d<(ns des pays jufqu^içi iqcoqnus \ 

Ça) Leâ. Geomet. pag. 80. 

C0 Ain Étui, Lipf. an. iSS^. pag. 4^7, 
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8c il y a fait des découvertes qui font le* 
1 connemenc des plus habiles Mathémati-r 
I ciens de l'Europe. M". Bemmllr ont été les 
premiers qui fe font apperçus de la beauté 
de ce calcul : ils l'ont porté à un point qui 
les a mis en état de furmonter des difHcul- 
ces qu'on n*auroit jamais oCe tenter aa-r 
paravant. 

L'étendue de ce calcul ed immenlè : il 
convient aux courbes mécaniques , com- 
me aux géométriques \ les fîgnes radicaux 
lui font indiffèrens *, 5c même fbuvent 
commodes $ il s*étend à tant d'indétermi^ 
nées qu'on voudra j la comparai(bn des 
infîninaent petits de tous les genres lui efl: 
également facile. Et de là nai(lènt une in- 
finité de découvertes (urprenantes par rap- 
port aux tangentes tant courbes que droi- 
tes , aux queftions De ma^çimk ^ mimmis , 
aux points d'inflexion 6ç de rejbroulfc- 
ment des courbes , aux développées , aux 
cauûiques par réflexion ou par réfraction , 
&c. comme on le vçrra dans cet Ouvrage. 
Je le div'ifh en dix . Se(îlions. La pre- 
• iniere contient les principes du calcul, des 
^ifjJrenccsH La féconde fait voir de quelle 
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manicreron s'en doit ièrvir pour trôuviçr 
les tangentes de toutes fortes de courbes , 
quelque nombre d'indéterminées qu'il y 
ait dans l'équation qui les exprime , quoi- 
que M. Craige ( j ) n'ait pas cru qu'il put 
s'étendre jufqu'aux courbes mécaniques 
jQu tran^endantes. La troifîeme , com- 
ment il fert à refondre toutes les queftions 
De maximes & minimis.Lz quatrième, com^ 
ment il donne les points d'inflexion &C de 
rebrouflèment des courbes. La cinquième 
en découvre l'ufàge pour trouver les dévc^ 
loppéesde M. Hugens , dans toutes fortes de 
courbes. La (ixieme &; la fêptieme font 
voir comment il donne les cauftiques, tant 
par réflexion que par réfradion , dont l'il- 
luilre M. Tfchirnhaus eft l'inventeur , ôC 
pour toutes Cônes de courbes encore. La 
huitième en fait voir encore l'ufàge pour 
trouver les points des lignes courbes qui 
couchent une infinité de lignes données , 
de pofîtion , droites ou courbes. La neu- 
vième contient la^folution de quelques 
Problèmes qui dépendent des découvertes 

C^y Pefigurarum çurvlliiuart^ quairantrîs , part. 2. 
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^écédences. Et la dixième conMe dans, 
une nouvelle manière de fe fervir du Gal«- 
eul des différences pour les courbes géo-. 
métriques :d*où l'on déduit la Méthode de 
M" Vefcartes §c Hudde , laquelle ne con- 
yient qu a ces fortes de courbes,. 

Il eft à remarquer que dans les.Seétions, 
îi, 5 , 4, f , 6 , 7 , 8 , il ny a que très-peu^ 
de propofîtions ; mais elles font toutes gé- 
liérales , &C commis autant de Méthodes, 
dont il eft aifçde faire lapplication à tant 
de propofîtions particulières qu'on vou* 
dra : je la fais feulement fur quelques 
exemples choifîs , perfuadé qu'en fait de 
Mathématique il n'y a à profiter que dans 
les Méthodes , & que les Livres qui nç. 
confîflent qu'en détail ou en propofîtions 
particulières , ne font bons qu'à foire per- 
dre du temps à ceux qui les font, Se à ceux 
qui les lifènt. Auffi n'ai-je ajouté les Pro- 
blèmes de la Section .neuvième , que par- 
ce qu'ils paflênt pour curieux , éc qu'ils 
font très- univerfels. Dans la dixième Sec- 
tion ce ne font encore que des Méthodes 
que le calcul des différences donne à la 

naakte àç M" Vefcmt^s & Buddç ; $ç iî 
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elles font G. limitées , on voit par toutes les . • 
précédentes que ce n'ed pas un défaut de 
ce calcul , mais de la Méthode Cartéfîenne '■ 
à laquelle on lalFujettit. Au contraire rien 
ne prouve mieux lufâge immenfe de ce ' 
calcul , que toute cette variété de Métho- 
des 'y Se pour peu d'attention qu'on y f^llè, 
l'on verra qu*il tire tout ce qu'on peut ti- 
rer de celle de M" Defiartes & Hudde , Ô£ 
que la preuve univerfèlle qu'il donne de 
l'ufàge qu'on y fait des progreflions arith» 
métiques , ne laiife plus rien à fouhaîter 
pour l'infaillibilité de cette dernière Me* 
thode, 

J'avois dedèin d'y ajouter encore une 
Seàion pour faire fentir aufli le merveiU 
leux uiâge de ce calcul dans la Phyfique \ 
jufqu'à quel point de précifîon il la peut 
porter , àc combien les Mécaniques en 
peuvent retirer d'utilité. Mais une maladie 
«l'en a empêché : Le Public n'y perdra 
pourtant rien y &c il l'aura quelque jour 
même avec ufure. 

Dans tout cela il n'y a encore que la pre* 
miere partie du calcul de M. Uibnitz , la- 
quelle confîHe à defcçndre des grandeurs 
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entières à leurs différences infînimeac pe- 
tites, èc à comparer éntr'eux ces inhni- 
ment petits de quelque genre qu ils foient: 
ccft ce qu'on appelle Calcul différentiel» 
Pour Fautre partie , qu'on appelle Calcul itu 
tégral , £c qui confîAe à remonter de ces 
infiniment petits aux grandeurs ou aux 
touts dont, ils font les di£Fa:ences , c'eil-à<» 
dire , à en bou ver les (bmmes , j'avois zuC- 
û deflèin d^ le donner. Mais M. Letbnitz 
m'ayanc écrit qu'il y travaiUoic dans. un 
Traité qu'il intitule De Scientiâ infinité , je 
n'ai eu garde de priver le Public d'an û 
bel Ouvrage qui doit renfermer tout ce 
qu'il y a de plus curieux pour h Méthode 
inverîè des tangentes , pour les reâifica>> 
dons des courbes , pour la quadrature des 
cfpaces qu'elles renferment , pour celles 
des fixfzcss des corps qu'elles décrivent « 
pour la dimenfion de ces corps , pour la 
découverte des centres de gravité , &€• 
Je ne rends même ceci public , que parce 
qu'il m'en a prié par (es Lettres » ÔC que je 
le crois nécelEiire pour préparer les efprits 
à comprendre tout ce qu'on pourra dé<* 
couviir dans la fuite fur ces matières* , 



Au rcfte je reconnois devoir beaucoup 
aux lumières de M" Bernoulli , fur-tout à 
celles du jeune préfentement Profeffeur ^ 
Groningue. Je me fuis fervi fans façon de 
leurs découvertes & de celles de M. leib^ 
n/Vz/C'eft pourquoi je çonfens qu'ils en re* 
Tcndiquent tout ce qu'il leur plaira , me 
contentant de ce qu'ils voudront biennoe 
Jaiffer. 

Ced encore Une jufiice due au {çavan£ 
' M. Newton , & que M. Leibnitz lui a reii- 
due (ji) lui-même : Qu'il avoir auffi trou- 
vé qiielque chofè de femblable au calcul 
différentiel 9 comme il paroît par l'excel-» 
•lent Livre intitulé , Phihfophia mturéis 
frincipia Mathematka , qu'il nous donna en 
: 1687 , lequel eft prefque tout dececalcuL 
Mais laCaradériftiquede M. Uibnitz tend 
le /len beaucoup plus facile ÔCpluseKpé- 
ditif; outre qu'elle ed d'un iècours mer- 
veilleux en bien des rencontres. 

Comme l'on imprimoit la dernière 

feuille de ce Traité , le Livre de M. 

Nieuwenm m'cft tombé entre les mains< 

-Son titre, Analyfis infinitorum^ m'adonne 

(a) Journal des S par ans du 30 Août i Sjf^. ^ 
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la curioficé de le parcourir : mais j ai 
trouvé qu'il étoit fort différent de celui- 
ci j car outre que cet Auteur ne fe fèrt 
point de la Caraâériftiquc de M. Uibnitz^ 
i! rejette abfplument les différences fècon^ 
des , troifîemcs , &c. Comme j'ai bâti la 
meilleure partie de cet Ouvrage fur ce 
fondement , je me croirois obligé de ré- 
pondre à fès objedions , &: de faire voir 
combien elles font peu folides , fî M. 
Uibnitz n'y avoît déjà pleinement fatisfait 
dans les A6tés (ji) de Leypfîck. D'ail- 
leurs les deux demandes ou fuppofidons 
que j*ai faites au commencement de ce 
Traité , & fur Icfquelles feules il eft ap- 
puyé , me paroiflênt ^ évidentes , que je 
iie crois pas qu'elles puiflènt laiffer aucun 
doute dans Tefprit des Le6teurs attentifs. 
Je les" aurois même pu démontrer facile- 
ment à la manière des Anciens , fî je ne 
me fufïc propofe d'être court fur les chofes 
qui font déjà connues , 6c de m'attacher 
principalement à celles qui font nou- 
velles. ^ 

(a) Aâa Erud, an>, z €^ j, pag. 310 & j tf'> 
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SECTION li 

Ùà rofi donrié^ les kegtcs de te Câlctih 

/. DlïtKlTlON L. 

•^ifeA^* N appelle quantités t;i2r/^J/ti celles qiil 
^ ^A augmcritcnt où dîmiriiient continùelle- 
^ ^ ment j & au contraire quantités conf^ 
m f 4^ifm tantes celles qui demeurent Itè mêmes 
pendant que les autres changent. Ainfi dans une 
parabole Içs appliquées èc les coupéeé font des 
quantités Variables » au lieu que le pari^métreefi 
toç quantité conjft^inte* . 
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DÉFINITION IT. 

La portion infiniment petite dont une quantité 
variable augmente ou diminue continuellement .» 
©n eft appeilée la Différence. Soit, par exemple, une 
ligne courbe quelconque AMB^ ( F/g* i . ?/• i .) qui 
pt pour axe ou diamètre la ligne AC 3 & pour iine 
4e fe$ appliquées ta droite PM ; & foie une autre 
appliquée p m infiniment proche de la première. 
Cela pofé 9 fi Ton mène M& parallèle à A C j les 
trordes A M , A w ; ôc qu'on décrive du centre A, 
dd l'intervalle A M le petit arc de cercle M Si Pp 
fera la différence de A P ; R 777 celle de P M ; S w 
ç^Uc de AMi.&;jy[/P7 celle de Tare A M De 
même le petit triangle M A 777 qui a pour bafe 
l'f^c ^.m ^ fera ia d^i^rence .du^fegiliçnt A M jr 6c 
le petit efpace M Ypm y celle de Tefpace compris 
^ \si^ droites AP > P M ^ & par Tare A M.* 

C on O II LA X^^.B.' 

1 . 1 L efl évident que la différence d'une quantité 
confiante efl nulle ou zéro : ou ( ce qui éfl la même 
chofe ) que les quantités confiantes n'ont point de 

^ifférçnce. . . . .. v 

— .••♦■ 

AVEKTISSEKBNT, 

Onfeferoira dans h fuite ât ta note ou cara^é^ 
rifliqûe d pour marquer la différence d^une quantité 
variable' que l^oti exprime par une feule lettre * éT 
pour éviter la conjufion ^ cette noit à n'aura poimt 
d'autre ufage. dans h fuite de ee calcfil. Si ton nom^ 
me par çxemplç les variabks A P i x ^ F At i y jf 



1 



1 

bis Inpinîmënï Vztirs. _ | 

À M > 2 î ^arc A M i u ^* Pefpafe mixtiligne AMP * 
iiià le fegmcni A M » t : d x exprimera la valeur 
cfePp, dyr^//e^^Rm, dzrf//r e/êSm, du «//^ 
«fff petit art M m ^ d s celle du petit efpace MPpm | 
ii dt telle du petit triangle mixtiligne M À |ati. 

I. Demande o t; Stl^t otitïovt^ 

i-0** derhahde qu'on puifTe prehike indiîfêrehi* 
inent l'une pbgir l'autre deux quantités qui rie dif^ 
férent entr'elles que d'une quantité infiniment pèr 
tite : ou ( ce qui eft la même diofô ) qu^uiie 4uari^ 
titèqui h'eft ^ygincntécidii d&iliiiïQée que d'une 
autre quantité in^ilimenttqoj^^re qu'elle , puifiTé 
être cônfidéréè comme demeurant la tnêmd^ Oïi 



demitide j par exemple > qU%>ft {mîfle prendre Kb 
pour AP,jp»7 pôurPMé fcîjpace Ajp>w'pôiir^V^^^ 



j)ace AP M , le petit efpace Jt^ rpm poutlè pç^ 
tit teftaiîgle MP/? R , le. petit feôeur* A'!W 
^Ur le petit triangle AMS , rângîê pA^^^pb\xt 
ïangle P A M^ &a ( Confulte% ta Note prfmieH^^ 

S'Ok demande quSihe liglie ' courbe fiMéiiB 
tonfidérée comme rafTembkge d'une infiÉiti M 
tigûes droites ,- chacune îhfînîment petite i tWi^^ë 
qw eft la même chofe ) comme tih polyg^ïird^âSl 
hombre infini de côtés ^ chacuriânfihtitieht' ^ëtif^ j 
^uels déterminant par les fmgles qu'ils font eh^ 
tr'eux 9 la courbure de la ligne. On depiafide i pàf 
i txcmple,qiie la portion de courbe M;^^ &iWc &9 
/ei4e MSbpmfle&t être coniidétés ccoctifne def Hgnëâ 
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le petk triangle mS M puifie être cenfé reâiligne^ 

» 

Atbutissembnt. 

♦ On fuppofe êrdinairetntnt dans la fuite que les 
demteres lettres de V alphabet ^ z , y > x , tfc. mar^ 
quent des quant ûés variables j Û au contraire que 
les premières a , b , c ^ ifc. marquent des quantités 
confiantes : de forte que x devenant x + dx^-y^ z, 
4?c* deviennent^ y-v-dy,2H-dz, èfc. ( Art. i # )( 
£it a ^ b 9 c , éfc. der/} eurent les mêmes a , b ^ c ^ &c* 

PROPOSITION I. 

u' , . .' " P^R 6 BL É ME. 

4^1: RE N PRÉ Içi différence de plufieurs quant itéf 

ajoutées enfemilç ^.ou foufiraïtes, les unes des^fiutres^ 

Soit a -H x-i-jK — \ dont il faut prendre la 4if- 

Jf^wneè.. Si Ton fupppfe que x foit augmentée 

d'une porticin infiniment petite , c'eft-à-dîre qu^elle 

devienne x-^dx^y deviendra alors y^dx^ît & 

\W -^d t i i?our la confiante a , ( ArtSi. ) elle 

demeurera la même ^i : de forte que là n^uantité 

. prbpç^ée; a ^ x-^y —\ deviendra a^, x-^dx 

*fjr^:'^^d'y — ?: T-* ^ ?: î & fs^ diiFérence , que V^ 

- trouv/era ea la f etranchant de cette^ dernie^ç ,: fer^ 

ié^.j'^Àyr^^^r^y^^ eft ainfr de%rautre§ /^ ee/qui 



■\ •• r-»i 



P^A[r leiqtianti^s ajof{tcesyou feufiraspesy 






• • 



' ' Ori prèiiclfa' ^^ différence de. chaque te^nfe.de îa 
'i^uaètité t)r6pè!r&e^& retenant ïcs^niêm'es iîgnes » 
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m en compofera une autre quantité qui fera la 
différence cherchée, 

PROPOSITION II. 

Problème. 

5.1 rendre/^ différence dun produic fait de 
flufieurs quantités multipliées les unes par les autres, 

i^. La différence dcxy t&^fdx-^xdy. Garj' 
devient y^dy^ lorfque x devient x+dx\&c par- 
tant xy devient alors x/ -^ydx H- x dy-^d^dy 3 
qui eft le produit de x-** ^ x par j +^;/ , 8c fa Id'^^^ 
férence fera ydx-hxdy + dxdy^ c^eft-â-dirc 
{Art. 2.^y dx-^xdy ^ puifque dxdy 6&. nnt 
quantité infiniment petite par rapport aux autres 
termesj/^x , & xdy ; car fi Ton divife , par^xem- 
ple^ j^ dxSc dx rf^ par d x , one trouve d'une part 
y > & de Tautre^^j^ qui en eft la différence , & par 
conféquent infiniment moindre qu*elle. D'où il 
fuit que la différence du produit de deux quan- 
tités efl égale au produit de la différence de Jà|)jcf- 
mierede ces quantités par la féconde, plus au px9' 
duitdela différence^de la féconde par la première. 

2^. La différence dcxy^ e& y^dx + x^^iiy 
+xydi. Car en çonfidéra^t leproduit xy çon>- 
me une feule quantité ,. il fâydra , cpmqip ,1'qn 
vient de prouver , prendre Ig, produit de jf^ diff^^ 
lence ydx-^ xdy par la féconde ^ ( ce q\^i 4pn- 
^^y^dx^x^dy ) plus Je produit dç l;i idiffé- 
îence /s/ ^ de la féconde ^,par la première p^y (^ ce 
q^i donne xy d^) j ôc^p^irtant la différence de 
^y^ fera y^dx-^x^dy-^nyà^^ 



«a,'v. . ~ «w ' 



1^ At^ALfS» 

5 ^. La différence de x>/ 5jtt eft «j/ ;C^ A?-i-« X? Ç ^> 
r^^uxy di^^xy:^du. Ce qui fe prouve comma 
^ans Iç cas précèdent , en regardant le produit xyii 
pon^me une feule quantité. Il en eft ainfi des au-* 
trç$ à rinf^nl , d'pù Von fornie cette régie, 

R s G X X I L 

Vour Jcs qmnfiiês multipliées^ . . 

]^a différence du produit de plufieurs quantités 
inultïpliées les unes par leç autres y eil égale à là 
iomme des produits de la différence de chacune 
4e ces quantités par le produit des autres. 

Ainfi la différence de a x eft x o-^a dx ^ c'êft-f 

^-dire 4 dx. Celle de ^ + x x 6 --y eft 1^ rf x — 

X/rr^ady -^xdy. (ConfukeK. la ndte ftçondcJ^ 

ê ■ 

?|lOPQSITION IH- 

PHOBLÉMS» 

f • P K ? N D B. È Iq différence iFufte frà&ioH quel^ 
fànque* 

La différence de ^ eft ii^=^^. Car fuppôf^nt 
|!r±: ^ , on aura"x=ji' K » & comme ces deux quanr 
fit^s f ariables xUy^ doivent toujours êi;re égales 
f lïtr'^lles , foit qu'elles augmentent ou diminuôiil , 
il s^èniuît que leur différence , c*èft-à-dire , letits 
fccrôjffeitiens ou diminutions feront auffi égalés ttr 
tr'ellesj &partaht {Art. 5.; on 2LUtsLdx=:y d ^^ 

ouTi^ f^ valeur 3, Ce qu'il fe^Upit , ^ç* 4'QÙ Fôn 
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R B <} L E \\\. 

Vmt les quantités divifées , ou pour les fraSlions. 

La drfféfence d'une fraâïion quelconque éft 
îgâîe au produit de la différence du numérateur 
par le dénominateur » moins le produit de la dif- 
férence du dénominateur par le numérateur : \6 
tOttt divifé par le quarré du dénominateur. 

Ainfi la difiSrence de J fera —7^' , celle de 
7^ fera ,,^:,^;^,, . {Confulte^ la note troifteme^ 

PROPOSITION IV. 

Problème. 

7-1 ik E N DR E la différence d'une pmffance js^lcon* 
que parfaite ou imparfaite d^une quantité variable^ 

Il eft néceffaire afin de donner une régie géné-^ 
raie qui ferve pour les puîflances parfaites & im- 
p2u:feites , d'expliquer Fanalogie qui fe rencontre 
entre leurs* expofants. 

Si Ton propofe une progreflîon géométrique 
dont le premier terine foit Funité , & le fécond 
\ine quantité quelconque x ,'& qu'on dîfpbfe par 
ordre fous chaque terme fon expofant , il eft clair 
que ces expdfans fômierônt une progreflîon ai^i^h- 
métfqoe. 

Prog. géom. i,x,xx,V|X^, x\x^ ^ x^^ 8cq. 

Er fi Toti continue la progneffion' géométrique 

au^<ie(S>a& de* l'unité > Ik l^arithmétique au deif^u^ 

de zéro , ks tenaie$ de celle-ci feront les^ expo^ 

iOAS'diB cettx^aufquels ils tépondeiit dans lr!auttft 

A4 



I 

t Ak. al:?. 5J!. 

Ainfi — I cft l'expofant de î- , — 2 celui de ~ ,^&e, 
Prog, géom. X , I , ^> ^.» j^t ^xy &c. 

Prog- àrith. i » o ,— i , — 2 ,— 3 , r- 4 , ^'c, : 
M^is ft Ton introduit quelque nouveau tewne 

4ans la progreffion géométrique y il faudra poui; 

avoir fon expofant , e» intrpduirç \in fçmbîablç 

4ans Tarithmétique. 

Àinfi yx aura pour expofant ^ : v;(, }: ^xVj-.^^y 

y*' ^ ' 

çxpreffiojns |/x & :jc^, )/x & x",^ \/x^ & x5 , -^^ 

& x"^ * , &c. ne lignifient que la même chofe. 

» % '' 

Prog. géotn. 1 j V^x, X. I , l/x^'l/xx. Xi 
iProg- arithr 0,1, i. o , | , | , i*, 

^ 1 ». S > $ > ? ^ ^* — T - . 

X, 

^Prog. géom- î . ^5 » 1^'. V »; r^ ^ 



Prog. arith. — I >■— Ir — 2. — i » -rr f ,, 

Çù l'on voit que de m,êm^ que )/xeft moyenn»?^ 
géanjétrique entre i & x , de même auffi ^ eft rpo- 
yççine arithmétique «îitrç leurs exjpofans ?ero 5c 

i $ & de qiême que ^/x çft la première des deux- 
t9,9yenttes gépméçriquement proportionnelles «n- 
^e i & X , de même aufli 7 eft la première des deux 
tnoycnnes arithmiétiquement proportionaelles en-? 
tre leurs esmofans zéro & i : $^il çte. eftaiiUi des aiiè 



ta. Ji -t. »» 
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tvs. Or il fuit de la nature de ces deux progres- 
sons/ ' 

i^; Que la famme des expoians.de deux termes 
quelconques de la progreifîon géométrique fera 
Texpofant du terme qui en eft le produit. Ainû 

x*"^ ^ où x^ eft le produit de x' par x* , & x» "^ Tôù 

x'^ eft le produit de x* par xî" , & x 3 "^ $ où 

x-'^eft feproduitdex~'iparxs, &c. De même 

xT^ oii xr eft le produit de x^^ par lui-même , 
c'eft-à-dire fon quarré , Scjc"^*,"^*"^* où x^ eft le 
produit de x* par x* par x* , c*eft-à-dire fon cube , 

&.X î 3"~7 I oùx~^î.eft la quatrième 

puifiance de x "^ r , & il en eft ainfi des. autres 
' puiflances. D'où il eft évident que le double ^ le 
triple , &c. de Texpofant d'un terme quelconque 
de la pregreflîon géométrique eft Texpofant du 
quarré , du cube » &c. de ce terme ; & partant que 
la moitié » le tiers ^ &c. de T^xpofant d'un terme 
quelconque de la progreflïon géométriqi^e fei^a 
l'expofant de la racine quarrée ^ cubique 3 &c. 
de ce terme. 

2*. Que la différence deis expofans de deiix 
termes quekohques de la progteffion géométrique 
fera l'expofant du quotient^^de la diviiîon de ces 

termes. AirifiV^^ == x^ fera Texpofant du'quo- 

pSftit de la divifion dé x» par xF, & x -^' ""►♦ 

=x~Tï fera.l'expofàht du quotieht de la divi- 

jç "^ 3 par X4 5 où rpa yoit ;que. c'eft la 
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même chofe de mukîplîer x~ r par x'^i qiie 

de divifcr x "^ ? par xi. Il en cû ainlî des autres^ 
Ceci bien entendu yéï peut arriver deux difiêrens 
cas : - ' 

. Premier cas ♦ lorfque la puiflance eft parfaite t^ 
c'eft-à-dire lôrfque fon expofant eft un nombre 
erttien La diflPérence de xxeft ixdx^ de x^ eft 
^xxdx y de X* eft 4xVx > &c. Car le quarré de x 
n'étant autre chèfe que le produit de x par ^ , fa 
différence ( /4r/. 5. ) fera x^^x+xrfx 3 c'eft-à-dirp 
^xdx. De même le cube de x n'étant autre cKofe 
que le produit de x par x par x » fa différence 
^Art. 5.) fera xxàx-Jhxxdx-^xxdx j c'eftà-dîfe 
3^xx^^x ; & comme il en eft ainfî des puîâaiices à 
Pinfini 9 il s*enfuit que fi Ton fuppofe <pie m mat« 
que im nombre entier tel que Ton voudra ^ la 
différence de x" fera wx"" ~' dx* 

Si Vexpofant eft négatif, on trouTéra que k 

diirerence de x ou de ^ fera ^ïs = 

Second cas , lorfque la puiffance eft imparfaite > 
• c'eft-à^dire lorfqiue ion expolant eft un nombre 

fompttc Sôit ^Ofo£& de prendre la difi^ence de 

111 

|/x ou X . (^-^ exprime un nombre rompu quel- 

m 

conqae ) on fuypflrferà x°±=?: , & é» élevant diJh 

^ue membre à la pui0*ance » on aura x" == ^ , & 

en. prenant les- différences comme l'on vient d'ex- 

■ |>li^^r ààixs Îe|>réttiiçrtà9, on iwitvera »fV"<^ 
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«»f-'^ç,&^^=îfL__*i^«^î— ^^ ^ o^ 



«î » 



- dx i/pç" *, en mettant à la place dç «^""' fa 



*• "^ 



valeur nx"" -. Si rexpofant cil négatif , on. 
trouvera que la difiérence 4e x""» ou de "a fera 



m — 



— — =■^7'^ " </x. Ce ^ui donne 



'm 



cette réglç générale. 

R E G l E IV. 

Four les Vuiffances parfaites ou iinfarfaitet. 

La diffîrence d^une puiflfance quelconque par- 
Êdte ou imparfaite d'une quantité vatiable , èft 
égale au produit de Teiçpofant de cette puiflance^ 
par cette mêfne quantité élevée à une puifiance 
moindre d'une unité 9 H multipliée par fa diffé- 
rence. 

Aind fi Ton fuppofe que m exprime tel nombre 
entier ou ron^pu que Ton voudra , foit pofitif $ foit 
négatif , & x une quantité variable quelconque ^ 
U difiérence de ^ fêta toujours m x^^' dx. 

E 1 E M 1^ ^ B s. 

Lflt différence du cube de uy-^xH , c*eft-à-dlte 



% •— ^ 



ikt ày — xxy ^^^Xay-^xxy^ady — 2xdx 
^^^a^yydy-^êaàxxydy + ^^ax^dy — 6a 
$^yxdx,^'r2ayx^dx'^6x^4K^^ 



't* ^ .: , Analyse-.^.- . 
La différence de }/^^^yp ou de xy^^ », eft 

1 — i -; : • y'i»-*-i"ir-*-ti,Atm 

,xxy-t-yy Xydx-^xdy^iydyyOU 2}/ „,.^,, " 



^ - <% #-^ , ^ 




Celle ae V^^ 4 -f. ^^^^^ ou de a^ -+. ^ jcj^^ » , eft ^ x 

*■ • • - 

^^yy " * X ayypx -^ zaxydy ^ OU aKa^n^orj^y * 

Celle de y'ax-^xx , ou de ax^xx ^ , eft 



nx-^xx 



La différence de \/ax -h- *;^-4- v^4 -t-^jc^r °" 



*^^»':*:yu^.+ixyy *xWjr-+-2arJ«-4-i!2^i^^^' 



^ » 



La différence <ie ^^^^^ fera félon cette régie 
( /4r/. 7. 6. ) & celle dès fraftions 

' ' ^ « ■ . } ■ III g . 

(^Cànfulte^ la note quatrième.) 

. Rb m a ït q b. 

8* l L eft à propos.de bien remarquer que l'oa a 

. toujours fuppofé en prenant les différences, qu'une 

des vàrîabks x croiflant, les autres >, U ^c. 

croiffoiënt auflî ; c*eft-à-dire que les x devç- 
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nânt x~>i-dx, les y-^X''^^^^' 3evenoïent-_j'-t- 
(//, ç -h £^ ç , &c. Ceft^pç^irquoi s'il arrive que 
quelques'unes diminuent pendant que les att- 
ires croilTent , il es faudra '^^egarder ihs diffé- 
rences comme, des quantiïift'ïiégati-'VBs; par' rap- 
port à celles des autres qu^on ruppofc croître; 
& changer par conféquent les figues des ter- 
mes où les dîfKrencîs'iife ^tes qui d^ihtient 
■fe rencontrcrit. Ainfi lî- l^ori fupp<îfe qiie' les x 
ooiffane, les'> & les ^ diAlBuent j c'e<l-à-dire 
que le«'x' de»enanf'ï + i^'y<}e6 > & Wx de- 
viennent y^^dy tex~^^i & que' fa» veuille 
prendre 1.^ différences du^ produit %x.^ » il faudra 
changer dans la i^xixiZ&' x'yà\ •¥ 3i\ày-^ 
y\dx trouvée (/^rt.-'îi 55^5 figues des ter- 
mes oii- iy.tiidX fe iihssrmeS.;o^ ^)ii;(lânne 
■j^^dx-^Kjii j.-^ x-i Âjt.:fotnM\ difttBiiEe 
, chercbé».-. >-. ■ . juis i'--. s'a •-.•:i v,,', " • 



■'. •"< --.iyi' 
■■ ri:, lie: 



,.::b i 
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SECTION II. 

XJfage eu calcul tlcf différences pour troUi)er Ici 
Tangcnt€S de fotaes fartes de lignes courbes. 

D £ # I K I T I o 9. 

St. l'on proloAge uii 4es petits côtés ^m 
( ¥ig> 2. PL u ) 4tt poligooe qui compofe 
X4r(. j.) une ligw? court»; ce petit. ç6té àinfi 
proloogé iera appelle 1? Tangente Ac. la courbe 
. au point M ou m- ÇG&vfidtei la Note cinquième,^ 

: PROPtDSTTlON I. 

:. Problème^ .. . 

S- . r . 
Olï Vne4igwmur%e ^fH^Fig. 5. P/. l.) 
^teite^é la rélatifMjk tà^coupée^ Alt à -^appliquit 
P M , foit exprimée par une équation qaticonque » 
Ù qu*il faille du point donné M fur cctte^çourht 
mener la tangente MX» 

Ayant mené Vap^liquée M P , & fuppofé que 
la droite M T qui rencontre le diamètre au point 
T , foit la tangente cherchée ; on concevra und 
autre appliquée 172^ infiniment proche de la pre^ 
miere , avec une petite droite M R parallèle à 
A P. Et en nommant le&données A P , x ; P M jj' î 
(donc Ppou MR=ïVx,& Km=zdy.y les 
triangles femblables m R M & MPT donneront 
wR {dy). RM idx) : : MP {y). PT = ^. Of 
par le moyen de la différence de l'équation don*» 
née 9 on trouvera une valeur de ^x en termes 
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^tti feront tous afFeâ^s p?r dy , laquelle étant 
multipliée par >/ & divifée par 4y » donnera une 
valeur de la foutangçnte PT en termes entiere- 
me];it connus &. délivrés des différences , laquelle 
fervira à mener la tangente cherchée MT* 
i^Confulte^ la Noteftxienîe*) 

' : R fi It'A R*Q U ^ 

ïo. IjORSc^ue le point T (F/^. 4. P/. t.) 
nombe du côté oppofé au point A origine des x ^ 
il eft clair que x croiflanr; > diminue , & qu'il 
faut changer .pàf coftfé^uient X^^^ 8.) dans la 
difièrehce de l'équation donnée les fignes de tous 
les termes où du, fe rencontre : autrement la va- 
leur de dx en dy ieroît négative ; & partant aufÇ 
celle dé PT(^). Il eft mieux cependant > 
pour ne fe point êmbarf s^er j de prendre toujours 
la différence dé ^équation donnée par Icsreglès 
quç l'on a^réfàîW ( Setti i , >Lf3lns y rïert chan^ 
ger ; c^ s*il arrivfe à la fin^de Topétatibii que la 
valeur P t'féi^"p6fitîWVîî s'enfuivra qu'il faul 
dra prendre le point T du même Q^k que le' point 
A origine de.x , comme* l'on a ^^jppdfé eiï Taifant 
le calcul : 6c a ii contraire iS^eîle' m négative i rt ïe 
faudra prendre du côté oppofé. Ceci s'éd^îrdra 
par les exemples fuivans. . ' ' 
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E X B M » 1 » i. 

'!■ kSi Poà i^eut qucarx=ir^^ cîfpifittie la 
rrfation de A P à PM * (4^^; j. P/. i;)'lè 
wufbe A M ferti une parabole qui attfa;ç<!>ùr pài^. 
ïamèitc la droite donnée *•* -■» f o» Wafeh^e^ 
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hant de part & d'autre lèsdifFéréhcès ^'aàx:±i 
Sidx = 2^& PT{^>=^=± i^eh mettant 
bour j/j/ fa valeur ax: D'où il fuit que'fî Toh prend 
V T double de A P , & qu'on mène la droite 
M T, elle fera tangente au {Joint M. Ce qui 
étoit propofé* 

a®. Soit réquatîon i4 4 s=2 X j' qui exprime Ù 
nature de rh^)erbo]e entre . les afymptotes^ 
( Fig* 4. PL I . ) On aura en prenant les différent 
ces xdj; ^ydx =10 i & partant iP T (^) = — Xi 
ÎD'dùil fuit que fi roh prend PT == P A du çôtê 
oppofé au point A j .& qu'on mène la droite MX ^ 
elle fera la tangente en. M» 

5;?* Soit réquation^èiièrale j/f == k qui exprimé 
la ;Qat^re detoutes'léspajraboles à l'infini , lorfqué 
l'e^Kpoiant m marque un notnbrç pofîtif entier, où 
rompu , & de toutes Ie$ hyperboles^ lorfqu'il mar-* 
.que' un, nombre négatif. On^aura çh prenant les 
différeijces ;^j/"~'^^ '== dx ^ 6t partant ?X 
( ^ ) =: my^'= mx:tn mettant pour ^* fa' va- 

^ . Sim == \ , i'èquatîon fera^^' z=zaxx qiiî expri-i 
meja nature d'une des paraboles cubiques , & là 
foutangente PT =: 1 x. Si m =— 2 , l'équation 
fera a^ = xj/^ qui exprime la nature de Tune des 
Jiyperboles cubiques, & la foutangente PT=—2Xi 
Il en eft ainfî d^ autres; 

;.; Pour mener dans-Jes* paraboles la tangente au 
l^oint A origine; vdqs x y\\ faut çherclier quelle 
4oit^;être la raîfpn de âfx à^j/ .en cetpoint 9 car 
il éft vifîble que cette xaifon étant connue > 1 an- 

gltf 
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gle que la tangente fait avec Taxe ou le diâmè-* 
tre fera auili déterminé. On a dans cet exempte 
^x . dy\ : my '. I. D'où Ton voit que y étant 
zéro en A , la raifon de rfj/ à dx doit y être infi- 
iiiment grande lorfque m furpafTe i , & infiniment 
petite lorfqu'elle eft moindre : c*eft-à-dire que la 
tangente en A doit être parallèle aux appliquées 
dans le premier cas > & fe confondre avec le dia^ 
mètre dans le fécond. (^Confulte^laNotefeptieme^ 

Exemple IL 

^^ • • 

I2.S OIT une ligne courbe AMB (F/g. 5. Pi. i.) 
telle que A P x P B ( icxi^=^ ). vWÇjy) : : AB 
(a). AD (&). Donc ^ = a x: -^ x x , & en pre- 

nant les différences , -^^ = adx - 2xdx , d'où 



2ax — ^xx 



— ^ 



retire PT(^^) = ;^^- _,^ 
en mettant pour ^ fa valeur ax — xx;&PT 



-^ A P ou AT = ""^ , ( Vcye^ U note 8. ) 



b 

ax 

2X 

Suppofant à préfent que AÎ^ x1?B^{x^xa~x^). 
PM^ 0^0 : : A B ( tf ) . AD ( &) , on aura ^=: 

x^ X a — x^ ; & c^ prenant les différences -~^ 

=1 ^XxdxXa'—x • — ' 3,adx-^2xdxx0c^ y d'oÙ VoÛ 

. ydx ^x^xa — x^ ^ 5 yxtf— y 

lipg -d — ■— — — — ■_"■ — f^ . ' - k 
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ou ^-fiLlzifffl & AT = -^, '[VoyeK la Note 8.) 

g( généralement fi Ton veut que w mîirquç 
r^jcpofant de la puiflance 4« AP , &^» celui 

de la pniffance de P B , on aura 2Lj — = x* 

X r=r7" qui eft une équation générale pour tou- 
$gs lp5 dUpfes à l'infini , dont la différence eft 

na — ^~~ 'àx X x" , d'où l'on tire ( en mettant 

t 

IP^ut ^Ç^ ia. valeur x" X r=«' ) P ^ C ^ ) 



T = — • , & A 1 — j* 

^ V^^ ia Note 8. ) 

Exemple IIL 

'5 -Le S mêmes chofes étant pofées que dans 
Pex^mple précédent , excepté que l'on fuppofe 
ici q«s le point B ( Fig. 6. PL i.. ) tombe de 
l'autre côté du point A par rapport au point 

P , qn aura l'équation ^Ç^ = x" X u-^x' qui 

exprime h nature de toutes les hyperboles con- 
iidérées par rapport à leurs dia mètres. D 'oii l'on 

tirera comme ci-deflus P T = _. _^ 

ma -t- m H- nx 
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Maintenant fi Tûn fuppofe que A P foit inii^ 
himent grande f là tangeilte TM ne rencontrera 
la courbe qu'à uiie diftance infinie , c'eft- à-dire ^ 
qu'elle eh deviehdra rafymptote CE; & l'oii 



aura eh ce cas AT ( ^ ^=: -^2— â 



s= A C 4 puifqùe a étant infiniment mbindre que 
X y le terme m a fëirk nul par rapport â Hr+^xi: 
Par là même raifon en ce cas réqiiàtioti à la 
courbe devi^dra ^■^* = h^'^\ Aihfi ert 
faifânt , pour abréger yin^h :=p y 8ten extra-- 
yaht de part & d'autre la racine p , on âiirà 

yya=:x yb , dont la différence eft âjf y à =^ 

dxyh : de forte qu'en metiaht AE parallèle 
aux appliquées , & eh concevant ùà ^tit triant 
gle au jpbibt bù raiymjptote CE rencontre là 
courbe y on formera cette proportion dk : dy ^ 

bu \/à.\/hiihC. ilay AÊ = J v^t^'-^'; 
Or les valeurs de C A & À Ë étant ainfi dé-« 
terminées , on mènera la droite indéfihifc C £ 
qui fera l'afytnptôie cherchée. . 
. Sifn ^ i SLnzz=.l y\^ courbé fera Thyper-: 
bole ordihaire , & oh aura AC .= ^â , & AB 
=^\y/ahi c'eft-à-dire à là moitié du diamètre 
conjugué y ce que Ton fçait d'àillèUrs être côh- 
; jbrme à la vérité; ( Voyci la Noie 9. nuiji. 2; 
à faivants.^ 

I H- S 01 ï réquâtiony ~ ;e^ = «içV ( A P == ^ i 
ÎM =j/ ^ a eft une ligne droite dbnhée ) èc que 
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cette équation exprime la nature .de la courfcê 

ÀJVI> (F/g. 6. PL I.) fa difFérence fera ^j^ydy 

en nitÇttant pour 3J^' — i^^ fa valeur 3^ x^, 
( VoyeT^ la Note :\o. quejl. i.. 2» ) # 
. Maintenant 11 Ton luppofe que AP & PM 
foient chacune infiniment grande 5 la tangente 
TM deviendra rafymptote CE ,,& les droites 
A T 5 AS deviendront A C , A E qui détermi- 
nent la position de Tafymptote. ,0r A T que 

Vappeile t =z ^ — , d ou 1 on tire^ rz -^^ 

— ^ Lf lorfqùé AT devient A C, parce qu'alors 

at eft. nulle par ra^poçi à iïx. Mettant donc 

cette valeur — à la place de y dans y — x] 

= axy V on aura 27^'x^ — a^x^ = 3^^/xx ^ d'où 
l'on tire (en effaçant le terme 3^^/xx , parce 
que X étant infinie , il eft ïiul par rapport aux 
deux autres 27/^x' & a^x^ ) AC {t^) :=::r,ja. De 

niême AS {y -^ ) que j'appelle x =^-|^ , 
d'où Ton tire x=^ ■ : . ^•^-^ . rn;^. parce -que y 

. tfjy -4- ^^ .tf ^ • .^ . 

étant infiftie par rapport à' r , le terme ^rfera 

nul par rapport^ au t;erme ay: y & en mettant 

' cette valeur dans Téquation à .la courbe , ojti 

trouvera A E ( j ) =j a. D'où il fuit que fi 
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Pon prend lés lignes A C. 5 A^E; égales chacune 
à j ^ , & qu'on mené la droite indéfinie CE, 
çUe fera rafynsiptote de la courbe À M. i Conr 
fultc^ la Note dixième y qiiejl 3. & fuiv,^* 
. On fe régîerâ fur ces deux i.demîers exefff^te^ 
pour trouver les afymptotes des autres Jignes 
coutbes. • ' ' ■ ' ' ' :. . ' • ••• < • - i -- 

? H O PO S I T ï Ô N ï T. • 

• ' ^ T*Il b\B'L"È.M E.. ' ^ • ' i , 

I l^an fuppù/e dans la,<prûpofition prêcéjiçnte 
que les coupées A P. ( Fig. 7. Pl.:^i.) feientdes^ 
portions dune ligne courbe dont l'on^fçacke mener 
les tangentes P T , é* qvSil fcAile du point donné 
J^fiir la cQurhs^^Wi m^ner lorjangente. JAT.. ^ 
Ayant mené l'appliquée JvïlP^véc la tangente 
P T? , &■ fuppoféqùê ja droife )Bf|:'î qui I4 iRÇiiçoûi 
tre eaT , Ibit^la^aïigente. cherchée ,; on imagf- 

hera\une*aat|pi:ppîiquée/;^')?~^*i^^^ 

de la^premierey & une '^ëtkt 4*'^^^^ M'R parâitéia 

à PT : &-eii^'n'ôpmànt'1és^d6^ AP-V x^( 

FM ,^ j on'iah'ri:t6mhV^-^^^^ 

= ^x, Rwt:i^^/-/^& les'tn'àiigl^^^^ fewblâbles 

mMi & MHî dbHherônt ^' RïM . RM"^ (^^^Vf t 

M P (y) . P T = 2L- , On achèvera enfuite le relie 

par le moyen de Tequation qui exprime rkt re- 
lation des coupées A P ^ iv ) at^3^ à^pliqùéies P M 
{y)'y comnae Ton à vu daas^ les exemples ^^^ 
précédent ':, & comme Têa VèrrW encôtt.'dâns 
ceux qui fuiv^ntr C ConfuUtxM^ISlùte* n.) 

B5 
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EXEMPLE I 

1 6.S î T ^= * «-+"J7 ^Quj. jj^ dil^rence ei% 

22±-22!è=:= iîi^^i^.-^^ :qn aura 

XX'- " <« âVaa-4-jgr 

çn réduifi^ht cççte é galité à une proportion dy , 

Pt partant le rapport de la donnée M Ç à 1^ 
(biitangente cherchée P T , fera exprimé en tetr 
|nes entièrement connus & délivrés des d^jfô^r 
pences. Ce qui étoît pjppofé. 

EXEMPLE IL 
It.Sqit ;if=:^, dont la différence zîc àx:=^ 

^:on aura PT (^)==:^::=Ar* Si Portfon^ 

jofe que la ligne courbe A P B Toit un demir 
:ercle, & que les appliquées MP pétant pro- 
longées eq (^ » foient perpendiculaires fur le 
^iametre A B i ïa courbe A M G fera une demi* 
rqulette ou çycloïde : fimple Iprfque hzza; al- 
tongée , Iprfqu'elle eft piusgrapde j *c accourci^ ^ 
l^rfqu'eîlle ç^ xi^oindre. ( donfulte^la Note 1 1. ) 

|[8. Si 1^ toiuleiitei étant iimple , V^n nténe I21 

tr4^ ^ P ; je dis ^'elle fiera parallèle ^ la taa-> 

^ i^te 14 T. Car Iç triangle MPT ^taxtt alor^ 

*Qfçe,lç , VîMïgl* çxjçnw T P Q ioF^ dwWe. de 





• 
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fthtemc oppofé T M Q- Or l'ange A P Q cft 
égal à Pangle A P T , puifque l'un & Tautce a 
pour mefure la moitié de l'arc A P 5 & partant il 
eft la moitié de Tangle TPQ. Les angles TMQ , 
A P Q. feront donc égaux entr*eux ; & par confît* 
quent les Ifgnes MT , AP feront parallèles. 
j ( Confultex la Note douzième. ) 

PROPOSITION IIL 

[ Problème. 

^ ipf OOiT une ligne courbe quelconque AP qui 

I ^'^ ( ï^ig- /• PI- i^ ) P^^^ diamètre la droite 
I KN ^(Xj èf dont Von f cache mener lef tangentes 
P K ; foit de plus une autre courbe A M > telle que 
I menant , comme on voudra > P appliquée M Q. qki 
coupe la première courbç au point V ^ la relation 
de Parc AP à l* appliquée M Q foit exprimée par 
une équation quelconque. Il faut d'un poim donné 
M mener la tangente MN. 

Ayant nommé les connues P K , t; KQ, /• 
l'arc A P , X î MQ.^^ ; Von aura { en concevant 
une autre appliquée mq infiniment proche de 
M(i, & en tirant PO, MS paralleksà AQ; 
Vp:=i dx ^ i7iSt=idy ^ & à caufe des triaimglëis 
femblabïes KPQ & PpO , mSlA H MaN , Vmi 
aura PK (O^KÇL {s) :: Pp^dx). PO ouMS 

= f£l. Et wS (d^^) . S M (^) : : MQ 0) • QN 

= ^^. Or par le moyen de la différence de 
l'équation donnée , on trouvera une valeur d6 

B4 
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(ix en termes qui feront tous afFe£tés par dy ^ ^ 

partant fi l'on fubftitue cette valeur à la place de 

m 

dx dans '=^2~> ^^ ^ ^^ détruiront , & la valeur 

de la foutangente cherchée Q N fera expriméç en 
fermes tous connus. Ce qu'il falloit trouver. 

PROPOSITION IV. 
Problème. 

20. Soient deux lignes courbes AQC^ BCN 
( ¥ig. 8. PL I.) qui ayent pour diamètre la droite 
TEABF :. & dont l* on f cache mener les tangentes 
Q E 9 N F î foit de plus une autre ligne courbe 
M C telle que la relation des appliquées M P ^ 
Q P , N P , foit exprimée par une équation quelr- 
conque. Il faut d*un point donné M fur cette der^ 
piere courbe lui mener la tangente M T. 
. Ayant . imaginé aux points Q , M , N , les 
petits triangles Qoq^ IMkm^ NS», & nom- 
iné les connues PE,i ; PF, t\ PQ^, x^- PM, 
;y } P N , ^ ; Ton aura oq=: dx j Km =z dy » 
*S»,:=: — d^i^ ( Art. 8. ) parce que xàcy croif- 
fant , X diminue. Et à caufe des triangles fem- 
t>lablesQPE&^(7Q, NPF&»SN, MPT 
^ »zRM î Ton aura QP (x). ?^{s)::qo 

{dx^ £^a ou MRouSN= — .Et NP(^). 

X 

{ 4'eù Ym tire d^ = =i^). Et «R (dj;) . RM 
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( — ):>MP(^).PT = '4* Orfil'ôh met 
dans la difFérence de l'équation donnée , à la 

place de d^ , fa valeur — , on trouvera une 

valeur de dx en ày , laquelle étant fubflituée 
dans "^^— 9 les dy fe détruiront, & la valeur de la 

foutangente P T fera exprimée en termes tous 
connus. 

Exemple, 

2 1 -S o I T j{;/ z= x< , dont la différence çft 2ydy 
^=x^d%'^xd\z=i ^^'~^^ ^ j en mettant pour d^ 

fa valeur négative ^^ — , d'où Ton tire ^ x = 

^2^;&partantPT,(^')= --£ffi_ — 

i{ — SI * ^ xdy ^ txi — sxi 

-^ , en mettant pour yy fa valeur x^- 

Soit maintenant Téquation générale jf^""^" ^x"ç'r 
dont la différence eft ïin^""^''"dy ^ rmCx'^^'dx 

+ »xV d^ =z —^ — . ■- — — ^ ^, en 

mettant pour d^ fa valeur '~^^ y d'où Ton tire 

jl 1 ( — ; — } zzz — _ _ _ _ — — ■ > en 

^jrû(y ^ mt^x"^ — /w:["*°" /itr — ns 

mettant pour;^""*"" fa valeur x"^". 

On peut remarquer que fi les courbes A Q C , 
BCN devenoient des lignes droites, la courbe 
M Ç feroit alors une des Seétions coniques à Tin- 
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fini ; fçavoir une Eliipfe lorfque Tappliquée CD , 
qui part du point de rencontre C ^ tombe encre 
ks extrémités A , B j une Hyperbole:, lorfqu'elfe 
tombe de part ou d^autre ; & enfin une Parabole , 
lorfque Tune des extrémités A ou B eft infiniment 
élo^hée de TauCTe , c'eft-à-dire , lorfqu'une des 
lignes droites C A ou C B eft parallèle au àii^ 
métré A B. ( Confulu^ la Note treiT^iemç. ) 

PROPOSITION V. 

Problème. 

a2. S oi T une ligne courbe APB ( Fig. 9. PL i . ) 
ipii ait un eomjneneement fixe tf invariable au 
point A , à dont Von fçache mener les tangentes 
P H ; foit hors de cette ligne un autre point fixe F , 
tf une autre ligne courbe C M D telle qu^ ayant 
mené la droite quelconque F M P , /^ relation de fa 
partie F M. à la portion de courbe A P foit expri^ 
mée par telle équation qtion voudra. On propofe 
de mener du point donné M la tangente M T. 

Ayant mené fur FP la perpendiculaire FH qui 
rencontre la tangente donnée PH au point H 5 & 
la cherchée MT au point T ; imaginé une droite 
VKmOp qui fafle avec FP un angle infiniment 
petit ; & décrit du centre F les petits arcs de 
cercle PO, M R ; le petit triangle p O P fera 
femblable au triangle reftangle P F H ; car les 
angles H P F , Hp F font ( Art. 2. ) égaux , 
puifqu'ils ne différent entr'eux que de Tângle 
PFp que Ton fuppofe infiniment petit ; & de plus 
l'angle pO? eft droit y puifque la tangente en 
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( qui n'eft autre chofe que la continuation du pe? 
de arc PO confidéré comme une droite ) eft per^ 
pendiçulaire fur le rayon FO. Par la même rai*- 
fon les triangles ^RM , MFT feront femblables^ 
Or il eft clair que les petits triangles ou fémurs 
FPO U FMR font femblables. Si donc l'on nom- 
me les connues PH , f i HF , j ; FM , j' ; FP , ^ ; 
& l'arc A P , X ; on aura PH (r) • HF (i) : : Pp 

(Jx).PO = ~. Et FP (î). FM O'):: FQ 
(f).MR = ^- EtwKi4y).KMi^):z 

FM (/) . FT == :2^, Et on achèvera le refte 

par le moyen de la différence de Féquation don- 
née. ( Çanfulte^ la Note quatorxieme. ) * 

E x'*B M P L B. 

^V o I l*on veut que la courbe AP B (Fi^. lo. 
?/. K ) foit un cercle qui ait pour centfe fe point 
fixe F ; il eft clair que la tangente P Yi devient 
parallèle & égale à la foutangente FH , à caufe 
que ^ B fera auflî perpendiculaire à P F ; & 

qu*ainft l'on aura en ce cas F T ^"^^^ ^^^^hr^ 

en nommant la droite FP (^ , a\ parce qu'elle 
devient conftante 4e variable qu'elle étoit aupa- 
ravant. Cela pofé , fî Pon nomme îa circonfé-. 
lence entière y ou une de (e^ portions détermi^ 
l^ées h ; te que Ton faffe h ^x via .y ; la courbe 
ClVlD , qui eft en ce cas F M D , fera la Spirale 

^Jkchmcde^t ^^'^ aura j|^ := ^ qui a pour la 
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"différence dy = ^^ , d*oii Ton tire ydx=: ^ ^ 
'= xdy en mettant ^oixty fa valeur y j & par-* 
tant FT (^~^ =: ^. Ce qui donne cette conf- 

^ 4idy ^ a * 

truftion. 

Soit décrit du centre F & du rayon F M , l'arc 
de cerclé M Q , terminé en Q.par le rayon F A 
qui joint les points fixes A , F , foit pris FT égale 
à Tare MQ,: je dis que la droite MT fera tangentç 
en M. Car à caufe dés fèâeurs femblables F P A , 
F I^ Q., Ton aura F P. ia) . F M {y) :i A? (x) . 

.m- 

Si Ton f^ijc en général b .x ::'a^ .y^^ ( Texpo- 
fant m défigne un nombre entier ou rompu tel 
que l'on veut ) la courbe FMD fera une des fpi- 



^™x 



a 



raies à Pinfini , & Ton auraj/"^ '^^^^ V^^ ^ P^^"^ 
fa différence wj/^^^^y = -— - , d'où ?on tire v^x 
= ■ -^^ •^" '= mxdy , en mettant pour^'™ fa va- 
leur ^ ;" & partant ET (^^) = i^ 

xMa .. 

PROPOSITION VL 

P R O B L É M E. 

24. O O ï T ï/we //^w> courhc APB ( T^ig. i i . VI. i.) 
^5?^w^ /'^« f cache mener les tangentes PH^éfun 
point fixe F hors de tistte ligne j foit une autre 
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ligne courbe C M D telle que menant comme on 
voudra , la droite FPM , /^ relation de FP h FM 
foit exprimée par une équation quelconque* Il faut 
du point donné M mener la tangente M T. 

Ayant mené la droite F H T perpendiculaire 
fur F M 5 & imaginé comme dans la propofîtion 
précédente les petits triangles VOp ^ MR;» fem- 
blables aux triangles HFP , TFM , on nommera 
les connues FH ^ s ; FP , x ; FM^ j/ >• & Ton 

aura PF (x) . FH (s) : : pO (dx) . OP = — . Et 
FP (x) . FM 0^) : : OP ('^). R M = /^. Et 

On achèvera enfuite le rèfte par le moyen de la 
différence de Téquation donnée. ( Confulte^ la 
liote quinzième. ) 

«Exemple. 

15. Si Ton veut que la courbe A PB foit une 
ligne droite P H , & que l'équation qui exprime 
la relation de F P à FM foit;/ — x=:a , c'eft-à- 
dire , que P M foit toujours égale à la m€me 
droite données i Ton aura pour différence dj/=idx ; 

& partant FT C-^^.^ ^ = — . Ce qui donne 

cette conftruélion. 

Soit menée ME parallèle à PH , & MT paral- 
. lele à PE j je dis qu'elle fera tangente en M. . 

Car FP (x) /FH (j) : : FM {y) . FE= ^. Et 



30 ANAtrsE 

FP(x) .FE i^):: m 0'). FT = -^. ti eâ 

ckir que la courbe CMD eft la Conchoïde dé 
Nicomede , dont ràfymptote eft la droite PM , 
êc le pôle eft le point fixe F; 

PHOPOSltlON VIL 
Problème. 

2^.5 G I T une ligne courbe ARM (F/g. 1 2. P^. i • ) 
dont Con f cache mener les tangentes M H » ^ qBd 
ait pour diamètre la droite E P A H T / foit hors 
de ce diamètre un point fixe F 3 ^oti parte une /#- 
gne droite indéfinie F P S M qui coupe le diamè^ 
tre enV à la courbe en M. Si Pon conçoit main^ 
tenant que la droite ¥F tA ^ en tournant autour 
dti point F , faSe mouvoir le plan P A M toujouri 
parallèlement à foi^même le long de la ligne droite 
JE T immobile ti indéfinie , enforte que la difi- 
tance P A demeure par tout la même ; il ejl clait 
que tinterfeSlion continuelle M des lignes F M ^ 
A M décrira dans ce mouvement une ligne courbé 
CMD. On propofe de mener d'un point donné M 
fur cette courbe la tangente M T» 

Ayant ims^giné que le plan P A M foit pat- 
venu dans la fîtuation infiniment proche pam i 
& tiré la ligne mKS. parallèle à A P 5 il eft clair 
paV la génération que P p=z Aa=:zKm ; 6c 
partant que K^ = Sm — Pp. Or nommant Ie$ 
connues FP ou Fp, xj FM ou Fm ^ y i?Hi 
5 ; M H , ^ î & la différence P p , d^i les trian- 
gles femblables ¥?p ScFSm, MPH & MSR , 



1 
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MH T.& M Rw , donneront Fp (x) . Fm (>) 

::Pp(^0-S»7 = ^(doncSR==^?fc:iSS ). 



JC ^ X 



^,^^^_^^^ Et MR (5±:Zifi^ ).tim(dO 



SX ^ SX 

SX 



r.MH(O.HT=:--i^- Donc fi Ton mené 

FE parallèle à MH , & qu'on prenne HT = Pë 5 
la ligne M T fera la tangente cherchée^ 

Si la ligne A M étoic une li^ne droite ; la 
courbe G M D feroit une Hyperbole qui auroit 
p<W une de fes afymptotcs la ligne ET. Etfî 
elle étoit un cercle qui eût Ton ceojtre au point 
P ; la courbe G M D feroit la Gondioïde de 
NicoMcde y qui auroit pour afymptote la ligne 
ET, & pour pôle le point F. Mais fi elle étoit 
Une parabole ; la courbe G M D ferpit la corn* 
pagne de la Paraboloïde de Defçartes ( Geom. 
Liv. 5. ) , qui fe décriroit en nGiême-tems au- 
deflbus de la droite ET par Tinterfe^ion de 
F P avec l'autre moitié de la Parabole. ( Con-* 
fulte\ la Note fei^ieme.) 

PROPOSITION VIII. 

Problème. 

a/S OIT une ligne courbe A N ( Fig. 1.3. PL l.) 
qui ait pour diamètre la ligne droite A P ^ avec 
un peint fixe F hors de ces lignes * foit une autre 
ligne cmrbc CMD telle que menant commf l'm 
Vm4r4 y la droite F M P N , la relation de fes 
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partiel FN ♦ FP , FM fait exprimée par une êijU^^ 
tion quelconque. Il ejl quejlion de tirer du point 
dùnne M la tangente M T. 

Soit menée par le point F la ligne H K per-*- 
pendiculaire à FN , qui rencontre en K le dia- 
mètre A P > & en H la tangente donnée N H ; 
foieht décrits du centre F & des intervalles FN" , 
FP , F M de petits arcs de cercle N Q,, P ^ , 
M R terminés paria droite F n que Ton conçoit 
faire avec F N un angle infiniment petit* 
Cela pofé. 

. Si l'on nomme les connues FK,j;FH,/; 
F P . x^ F M , ;/ ; F N , ^ 5 les triangles fembla- 
bles.PFKôc po? :, FMR & ¥?o & FNQ, 
HFN &NQ»,i^RM& MF T. donneront PF 

(x).FK(i)::péi (^dx).oV = — . Et FP 

(x).FM(^)::Po (:î^).MR^.Et FP 



(x).FN(0::P^ ('-?). Na=^. Et 



X ^ ^ XX 

HF(O.FN(^)::NQ(:^.Q»(— ^/^) = 
^^^-.Et;72R(^^).RM( 2^)::FM(^). 

tXX V ^ / ^ XX ^ ^ ^ 

JF T = i22Lf . Or par le moyen dé la différence 

xxdy *- •' 

de réquation donnée , on trouvera une valeur de 
dj; tn dx ôc d:ç^ , dans laquelle mettant à la place 

de flf^ fa valeur négative — ^^^Lf ^ parce que x 

croiffant , i diminue j tous les termes feront ■ 
' - * • afFeâ:és 



1 
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aiFcâés par dx ^ de forte que cette valeur étant 

enfin fubflituée dans ^22L5 les dx fe détruiront^ 

xxay 

£t partant la valeur de F T fera exprimée en 
termes connus & délivrés des différences. 

Si l'on fuppofoit que la ligne droite A P fut 
une ligne courbe , & qu'on menât la tangçntâ 
PK, on trouveroit toujours pour FT la mêm0 
valeur , & le raifonnement demeureroit le même» 
{Confulte\ la Note dix-ftptieme,^ 

Exemple. 

28.Sup POSONS que la ligne courbe AN 
(Ffg. 14. VI. lé ) foit un cercle qui paffe pat 
le point F ( tellement fitué à l'égard du dia- 
mètre A F que la ligne FB perpendiculaire à 
ce diamètre paffe par le centre G de ce cer- 
cle ) , & que P M foit toujours égale à F N ^ 
il eft clair que la courbe C M D , qui devient 
eti ce cas F M A , fera la Ciffoïde de Diodes ^ 
& que Ton aura pour équation \ -h^ zn 2x ^ 
dont la différence eft dy = 2dx — d^^ r=2 

2txxdx -^.STTdx ^ j r 1 

' ^ — en mettant pour d^ la valeur — » 

^^^ trouvée cideffus ( Art. 27- ). Et partant FT 



( ^yy^ \ 

xxdv ' 



:xdy * af*x-+-J^{ / 

Si le point donné M tomboit fur le point A» 
les lignes FM, FN, FP feroient égales cha- 
cune à F A , comme auffi les droites F K , F H i 

G 
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& partant on auroit en ce cas F T == -^ =: 

j X , c'eft-à-dire que fi Pon prend FT=: j AF, & 
qu'on mené la ligne AT, elle fera tangente en A. 
On peut encore trouver les tangentes de la 
Cifibide par le moyen de la première Propofi- 
tion , en menant les perpendiculaires NE, ML 
fur le diamètre F B , & cherchant Téquation qui 
exprime le rapport de la coupée FL à l'appliquée 
L M ; ce qui fe fait ainfi. Ayant nommé les con- 
nues FB, 2a i FL ou BE, x; LM,^'; les 
triangles ifemblables FEN, FLM, &la pro- 
priété du cercle donneront F L (^) . L M (^ ) : : 
FE.EN::EN i\/2ax — xx).EB(x). D'où 

x^ 

Ton tire jy/ = — — — , dont la différence eft y/zsjy 

6axxdx — 2x^dx t? t r\ ^ ji 

j . Et partant LO ( Art. 9. ) 



aa-— * 



(ydx \ yyyia — x ^ax — xx 
"-y- j^=— T == > en mettant 
dy y ^axx — x^ ^a — x 



pour j^y fa valeur — -— -. 



PROPOSITION IX- 

Problème. 

ap.S OIENT deux lignes courbes ANB, C?D y 
& une ligne droite F K T i ( Fig. 1 5 . P/. i • ) fur 
le/quelles foient marqués des points fixes A, C> F 5 
foit de plus une autre ligne courbe EMG telle 
qu^ ayant mené par un de fes points quelconques M 
h droite F M N > d MP parallèle a FK 1 h ré^ 
lation de l'arc AN à Varc CP foit exprimée par 



DES Infiniment Petits. 55 

une équation quelconque. Il faut (fun point donné 
M fur la courbe E G mener la tangente M T. 

Ayant mené par le point cherché T la ligne 
TH parallèle à F M » & par le point donné M les 
droites MRK^ MO H parallèles aux tangentes 
en P & en N ^ on tirera FwOn infiniment pro« 
chc de F M N , & 777 R p parallèle à M P. 

Cela pofé y fi Ton nomme les connues FM ^ x ^ 
FN , f 3 MK, «î CPxi A N,j/; (donc ?p ou 
M R = ^/ X , N » = ^^ ) les triangles femblables 
FNiî&FMO, MOm & MHT, MKm & 
M KT donneront F N (r) . FM (j) : : N w Çdj^) . 

MO = :Î^.EtMR(^x). MO ('-^): :MK(»). 

M H r= ^■^. Or par le moyen de la différence 

de réquation donnée l'on aura une valeur de dy 
en termes qui feront tous affeftés par dx , la- 
quelle étant fubftituée dans ^-—^ , les dx k dé- 
truiront ; & partant la valeur de M H fera expri- 
mée en termes entièrement connus. Ce qui donne 
cette conftruâion. 

Soit mené M H parallèle à la touchante ^n N 
& égale à la valeur que Ton vient de trouver : 
foit tirée H T parallèle à FM, qui rencontre 
en T la droite F K , par où & par le point 
donné M foit menée la tangente cherchée M T. 
( ConfultcT^ la Note dix'huitieme. ) 



C2 
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E X IB M P X E. • 



3O.S1 
P/. 1.) 



,$ I l'on veut que la courbe A N B {Fig. 16. 
. ,. I . ) foit un quart de cercle qui ait pour cen- 
tre le point fixe F j que la courbe G P D foie 
le rayon APF perpendiculaire fut la droite 
F K G Q.T B , & que l'arc A N ( j/ ) foit tou- 
jours 4 la droite A P ( x ) , comme le quart de 
cercle A N B (*) au rayon A F (a) i la courbe 
E M G deviendra la quadratrice A M G de t>i- 

nofirate , & 1 on aura MH (^-^) = — -^ . 

puifque FP ou MK («) = « — x,& FNCr> 
= ^i. Mais l'analogie fuppofée donne a)f=:hx, 
.& adjf i= bdx. Mettant donc dans la valent de 
MH à la place de x & de dy leurs valeurs 

.2L8C — , on trouvera M H = ^^■^=^'. Ce qui 

donne cette conftrudion. 

Soit menée M H perpendiculaire fur F M , & 
égale à l'arc M Q décrit du centre F , & foit ti- 
rée H T parallèle à F M ,• je dis que la ligne M T 
.fera tangente en M. Car à caufe des fefteurs 
femblables F N B , F M Q , l'on aura F N { ^ ). 

FM(0 = -NB (t— j).MQ = ^-i=^. 

COKOLIAIRB. 

3 1 .S I l'on veut déterminer le point G où la qua- 
dratrice A M G rencontre le rayon F B , ( ¥i$* 
17. P/. I.) on imaginera un autre rayon F^i 
infiniment proche de F G B ; & en menant ${ 
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parallèle à F B , la propriété de la quadratrice 
&les triangles femblables FB&,g/F reftangles 
en B & en /, donner^ont AB.AF::B&.Ff:: 
FB ou AF . s fou F G. D'où Ton voit que fi l'on 
prend une troifieme proportionnelle au quart de 
cercle A B & au rayon A F , elle fera égale à FG, 

c'eft-à-4ir€ que F.G=: ~. Ce qui donne lieu.. 

d'abréger la conftruftion des tangentes. 

Car menant TE parallèle à MH, (F/^. itf. 
P/. i.).les triangles femblables FMK, FtE- 
donneront MK i;a^~x) . M.F(t)::ET ou 

M H (*iI=iZ\FT =:^-^î::^^ En met- 

tant pour a: fa valeur -^ ^ & divifànt enfuite le 

tout par &-^> *\ti'0Ù il ^eft clair que la^ ligne 
F T eft troifieme proportionnelle! à F G Se à F M. 
{Confulte^ la Note diX'-neiivicfnç.^ 

PROPÔSITIOÎ^ 'X. 



I ..« 



P.ROB LÉ UE>j 

}2.oo I T unejignecoûrhe AMB (F/^. i8.P// 1.)- 
telle qu* ayant mené â^m'Aefes joints qudconquei- 
M aux Soyen T , G , H ,' éc. les' droites M F •, 
MG, MHj'^c. léitr. reîat'^ôn Jiit exprimée par 
me équation quelconque : à'foti propofé de iyienet 
i^ point donnéMJa'perpendicuîàire M' 2 fur la 

tangente en ce point'. , . . ' ^ / 

Ayant pris fur laxourbe' ÀB îafç Mw'^mfitii- 
ment petit , & mêhé les droites VVcm y GèiS ,- 
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lîfnO , on décrira des centres F , G , H les petits 
arcs de cercles MR , MS , MO ; cnfuite du cen- 
tre M & d'un intervalle quelconque on décrira 
de même le cercle CDE qui coupe les lignes MF , 
MG , MH aux points G , D , E , d'où Ton abaif- 
fera fur MP les perpendiculaires CL, DK , EL 
Cette préparation étant faite , je remarque 

i^. Que les triangles reétangles MKmj MLC 
font femblables ; car en ôtant des angles droits 
LMw , RMC Tangle commun LMR , les reftçs 
RM;;; , LMC feront égaux ^ & de plus ils font 
redangles en R & L. On prouvera de même que 
lés triangles reftangles MSm & MKD , MO/w & 
MIE font femblables. Partant , puifque Thypo- 
thenufe Mm cft commuhe aux petits triangles 
MKntj MSw, fAOm 9 & que les hypothenufes 
MC , MD , ME des triants MLC > MKD , 
MIE font égales entr'elles ; il s'enfuit que les per- 
pendiculaires CL j DK > El ont le même rapport 
cntr*elles que les différences Km , Sm , Om. 

2^. Q.ue les lignes , qui partent des foyers fitués 
du même côté de la perpendiculaire MP , croiffent 
pendant que les autres diminuent , ou au con- 
traire. Comme dans la figuré iB. FM croît de fa 
différence Rw,. pendant que les autres GM , 
H M diminuent de leurs Sm , Ôm. - 

Si Ton fuppofe à préfent , pour fixer fes idées , 
que réquation qui exjprime là relation des droites 
FM Qc) , GM (^), HM (0 . foit ax-^x/^KK 
= (? , dont la différence eft adx+ydx + xdy 
'^ 2%d^zpo ; Il eft évident que la tangente en 
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M ( qui n'eft autre chofe que la continuation du 
petit côté Mm dn poligone que l'on conçoit 
(Art. j. ) compofer la courbe A M B } doit être 
tellement placée qu'en menant d'un de fes points 
quelconques m des parallèles mK , mS , mO aux 
droites FM , GM , HM , terminées en R , S , O 
par des perpendiculaires MR, MS^ MOàces 
mêmes droites , on ait toujours l'équation a-t-y 
X Riw -H XX St» — 2^ X O iw = o ; ou ( ce qui re- 
vient au même ^ en mettant à la place de Km , 
Sm , Om leurs proportionnelles CL^DK, EI)^ 
que la perpendiculaire M P à la courbe doit être 
placée , enforte que a-^yX CL + xxDK — • 
2^x£I = (?- Ce qui donne cette conftruâion* 
Que Ton conçoive que le point C ( Fig. 18. 19. 
PI. 2. ) foit chargé du poids a+j^ qui multiplie, 
la différence dx de la droite F M fur laquelle il 
eft iîtué , & . de même le point D du poids x » 
& le point £ pris de l'autre côté de M par rap* 
port au foyer H ( parce que le terme — iK^K 
eft négatif) du poids 2Ç. Je dis que la droite 
M P qui paâe par le commun centre de pefanteur 
des poids fuppofés en C , D , E , fera la per- 
pendiculaire requife. Car il eft clair par les prin- 
cipes de la Mécanique , que toute ligne droite , 
qui pafle par le centre de pefanteur de plufieùrs 
poids 9 les fépare y enforte que les poids d'une 
part multipliés chacun par (a diftance de cette 
droite , font précifément égaux aux poids de l'au- 
tre part muitipliés auflî chacun par fa diftanœ de 

cette même droite. Donc pofant le cas que x 

C4 
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fant, y Sci croîflent auffi , c'eft-à-dire , que les 
foyers K, G, H (F/g. 15. PL 2.) tomhent du 
même côté de M P , comme l'on fuppofe tou- 
jours en prenant la différence de l'équation don-r 
Bée félon les règles prefcrites ; il s'enluit que la 
ligne M P laiffera d'une part les poids en C & D y 
& de l'autre le poids en E , & qu'ainfi Ton aura 
4i-+-y X CL-f-xxDK — 2^xEI=^,quiétoic 
î'équation à conftruire. 

Or je dis maintenant que puifque la conftruc^ 
tion eft bonne dans ce cas , elle le fera auffi dans 
tous les autres ; car fuppofant , par exemple , que 
le point M change de fîtuation dans la courbe , 
enforte que ^ croifTant 5 J^ & ^ diminuent , c'eft- 
fi-dire , que les foyers G, H (F/g. 18. PI. 2. ) 
pafTent de l'autre côté de MP , il s'enfuit i^» 
(^ Artf 8. ) Qu'il faut changer dans la différence 
4e r équation donnée les fîgnes des termes affeâés 
par dy ^ d^^ ou par leurs proportionnelles D K , 
î! [ 5 de forte que l'équation à conftruire fera 
tdans ce nouveau cas T^T^X CL — x X D K 
f4- 2 < X E I ===: t?. 2^. Que les poids en D & E 
changeront de côté par rapport à MP; & qu'ainfi 
i-on a ura par la propriété du centre de pefanteur 
^^^y X C L — X X D K -+- 2 ^ X E r = û , qui eft 
l'équation à conftruire. Et comme cela arrive tou^ 
Jours dans tous les cas poffibles , il s'enfuit , &c. 

Il eft évident que le même raifonnement fujb- 
•fiftcra toujours , tel que foit le nombre des foyers, 
^ telle que puifTe être l'équation donnée i de 
forte que Ton jpcut énoncer ainfi la conftruiSfcion 
gcflér^le. 
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Soit prife la différence de réquatioîi donnée 
dont je fuppofe que Tun des membres foit zéro » 
& foit décrit à difcrétion du centre M un cercle 
CD E qui coupe les droites MF , MG , MH aur 
points C , D , £ , dans lefquels foient conçus 
des poids qui ayent entr'eux le même rapport 
que les quantités qui multiplient les différences 
<ies lignes fur lefquelles ils font fîtués. Je dis que 

I la ligne MP qui paffe par leur commun centre 
depefanteur , fera la perpendiculaire requife. 11 
«ft à remarquer que fi Tun des poids eft négatif 
dans la difierence de Téquation donnée y il le 
faut concevoir de l'autre côté du point M par 
rapport au foyer. 

Si l'on veut que les foyers F , G , H ( ¥ig. 20. 
P/. 2, ) foient des lignes droites ou courbes fur 

Iqulles droites MF , MG, MH tombent à angles 
droits , la même conftruâion aura toujours lieu. 
Car menant du point m pris infiniment près de 
M les perpendiculaires mf ^ mg , mh fur les foyers v 
& du point M les petites perpendiculaires M R , 
M S , MO fur ces lignes ; il eft clair que R/w fera 
la différence de M F , puifque les droites MF, 

' Rf étant perpendiculaires entre les parallèles F/, 
MR , elles feront égales , & de même que Sw eft 
la différence de MG , & Om celle de MH ; & on 
prouvera enfuite tout le refte comme ci-deffus. 

On peut encore concevoir que les foyers F , G, 
H ( Fig. 21. P/. 2. ) foient tous ou en partie des 
lignes courbes qui ayent des commencemens fixes 
?c invariables aux points F;^ G, H, &que la 
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ligne courbe A M B foit telle qu'ayant mené ^ par 
exemple » d'un de fes points quelconques M lesr 
tangentes M V , MX & la droite M G ; la rela- 
tion des lignes mixtilignes FVM, HXM & de 
la droite G M foit exprimée par une équation 
quelconque. Car ayant mené du point m pris in- 
finiment près de M la tangente mu^ il eft clair 
qu'elle rencontrera l'autre tangente au point V 
( puifqu'elle n'eft que la continuation du petit arc 
Vu confidéré comme une petite droite ) ; & par« 
tant que £1 Ton décrit du centre V le petit arc de 
cercle MR ; Ihn fera la différence de la ligne mix- 
tiligne FVlVl qui devient FVu^jn. Et tout le 
refle fe démontrera comme ci- devant. ( Conful-- 
tex la Note 20 j. 

M* Tfchirnhaus a donné la première idée de ce 
Problême dans fin Livre de la Médecine de t'ef- 
prit • M. Fatio en a trouvé enfuite une filution 
treS'ingénieufi qu'il a fait inférer dans les Jour^ 
naux d'Hollande : mais la manière dont ils Pont 
conçu 9 rCefï qifun cas particulier de la conflruSlion 
générale que je viens de donner, 

EXEMFLB L 

3 3 • S o I T ax x-^byy+c ^ \—P =o C les droites 
^3 ^ > ^ > / fo^^ données ) dont la différence eft 
axdx+hy dy-^c^d^zzizo. Ceft pourquoi conce- 
vant en G ( F/g. 22. P/. 2. ) le poids axy en D 
le poids hy ^ & en E le poids r< , c'eftà-dire, 
des poids qui foienc entr'eux comme ces re£tan« 
gles ; la ligne M P qui palfe par leur commun 
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centre de pefanteur , fera perpendiculaire â la 
courbe au point M. 

Mais fi Ton mené F O parallèle à C L , & que 
Ton prenne le rs^yon M C pour l'unité > les trian« 
glcs femblablcs MCL , MFO donneront FO 
= X X CL ; & de même menant G R parallèle à 
DK , & H S parallèle à E 1 , on trouvera que 
GR=j/xDK&HS=^xEIi de forte qu'en 
imaginant aux foyers F , G , H les poids a , 6 , c j 
la ligne M P , qui pafle.par le centre de pefanteur 
des poids ^ x , bj^ ^ c < fuppofés en C , D , E > 
paffeia auili par le centre de pefanteur de ces nou-^ 
veaux poids* Or ce centre eft un point fixe » puifs 
que les poids en F , G , H , fçavoir s^b^ e^ font 
des droites confiantes qui demeurent toujours les 
mêmes en quelque endroit que fe trouve le poinc 
M. D'où il fuit que la courbe A M 6 doit être 
telle que toutes fes perpendiculaires . fe coupent 
dans le même point y c'eft-à^-dire » qu'elle fera un 
cercle qui aura pour centre ce point. Voici donc 
une pro{Mriété très-remarquàble du cercle que Ton 
peut énoncer ainfi. 

S'il y a fur un même plan autant de pQida 
^yby c y &c. que l'on voudra , fitués en F^ G, 
H , &c. & que Ton décrive de leur commun 
centre de pefanteur un cercle A MB ; je dis 
qu'ayant mené d'un de fes points quelconques 
M , les droites MF, MG , MH , &c. la fomme 
de leurs quarrés multipliés chacun par le poids 
qui lui répond y fera toujours égale à une même 

quantité. . 
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EXEKPLE II. 

54. Soit la courbe AMB ( Fig. 25. PL 2. ^ 
telle qu'ayant mené d'un de fes points quelcon- 
ques M au foyer Fx qui eft un point fixe » la droite 
MF, & au foyer G qui eft une ligne droite la 
perpendiculaire M G 5 le rapport de MF à M G 
(bit toujours le même » que de la donnée a à la 
donnée b. 

Ayant nommé FM , x ; MG,>/; on aura x .. 
jfiia .bi ÔL partant ay = bx dont la difiFérence 
cii ady — bdx:=o. C'eft pourquoi concevant 
«n G pris au- delà de M par rapport à F le poids k^ 
& en D ( à pareille diftance de M ) le poids ^ ^ 
& menant par leur centre commun de pefanteur 
IsL ligne M P , elle fera la perpendiculaire requife. 

Il eft clair par le principe de la balance , que fi. 
Ton divifc la corde G D au point P , enforte que 
C? *D? >: a . b ; le point P , fera le. centre com- 
mun de pefanteur des poids fuppofés en G & D. 

La courbe AMB eft une feâion conique / fça- 
vôir une Parabole lorfque a=b , une Hyperbole 
lorfque a furpafTe b , & enfin une Ellipfe lorfqu'il 
eft moindre. ( Canfultc^ la Note 21.) 

Exemple III. 

35.01 après avoir attaché les extrémités d'un 
fil FZVMGMXYH ( Fig. 24. P/. 2. ) en F & en 
H , & avoir fiché une petite pointe en G , on 
fait tendre également ce fil par le moyen d'un 
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'ftile pîacé en M , enfbrte que les parties F Z V , 
H YX foient roulées autour des courbes qui ont 
leur origine en F & H ', que la partie M G foit 
double , c'eft-à-dire , qu'elle foit repliée en G^ 
& que les chofes demeurant en cet état Ton faflè 
mouvoir le ftile M j il eft clair qu'il décrira une 
courbe A M B. Il eft queflion de mener d'un 
point donné M fur cette courbe la perpendicu- 
laire M P , la pofîtion du fil qui fert à la décrire 
étant donnée en ce point. 

Je remarque que les parties droitts M V , MX 
du fil font toujours tangentes en V & X ^ & que 
fi Ton nomme les lignes mixtilignes F Z V M , x ; 
H Y X M , ^; la droite M G , ^ i & une ligne 
droite prife égale à la longueur du fil , a ; Ton 
aura toujours x-+-2^-hî=:^i : d'où je connois 
que la courbe A MB eft comprife dans la confr 
truôion générale. C'eft pourquoi prenant la dif- 
férence ^;<x**- 2 ^j 4-^ K=^j & concevant en C 
le poids i , en D le poids 2 , & en Ë le poids i ; 
je dis que la ligne M P , qui pafle par lé centre 
commun de pefanteur ^ de ces poids , fera la per- 
pendiculaire requife. 

PROPOSITION XI. 

Problème. 

36.S G I E N T deux lignes quelconques A P B ^ 
EQF (F/g. 25. PI. 2.) dont ron f cache mener 
Us tangentes VG^ Q.H ; eîr foit une ligne droite 
P Q fur laquelle foit marqué un point M. Si Van 
conçoit que les extrémités 1? ^ Q de cette droite 
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gliffcnt le long des lignes A B , EV y il ejl clair 
que le point M décrira dans ce mouvement unc^ 
ligne courbe CD. Il ejl quejlion de mener d*un 
point donné M fur cette courbe la tangente M T. 

Ayant imaginé que la droite mobile P M Q, 
foit parvenue dans la iîtuation infiniment proche 
pmq 9 on tirera les petites droites P O > M R » 
QS perpendiculaires fur P Ci , ce qui formera 
les petits triangles reft angles pOP y mYJA , ^SQL; 
& ayant pris P K égale à M Q , on mènera la 
droite H K O perpendiculaire fur P Q , & Ton 
prolongera O P en T , où je fuppofe qu'elle 
rencontre la tangente cherchée M T. Cela po- 
fé , il eft clair que les petites droites Op y Rmy 
Sq feront égales entr'elles , puifque par la conf-- 
truâion P M & M Q. font par tout les mêmes. 

Ayant nommé les connues PMouKQ,,^; 
MQouPK, b; KG,/; KH,g;&la petite 
droite Op ou Km ou S^ , dy ; les triangles fem- 
blables PKG & pOP, dKH & qSQ don- 
neront PK (fc).KG (/)::pO(//;/).OP = 

^. Et Q.K {a) . KH {g) : : qS (dy) . Sa = 

^. Or Ton fçait par la Géométrie commune que 
MR = OPjlNQ-^QSxPM ^fi^-^fir. Ainfi 

les triangles femblables »R M , M P T donneront 
mK{dy).KMQ^^l^^::Ni?(a).?T:= 

^ * Ce qu'il fàUoit trouver. ( Confulte^ la 
Note vingt-deuxième. ) 
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PROPOSITION XII. 

F&OBLEME. 

57.0 OIENT deux lignes quelconques BN , FQ. 
{Fig. 26. PL 2. ) qui ayent pour axes les droites 
BC , ED qui s'entre-coupent a angles droits au 
point A î iffoit une ligne courbe L M telle qu'ayant 
mené d^un de Ces points quelconques M les droites 
MGQ, MPN parallèle a AB, AE , la'relation 
desefpaces EGQF (/^ point B. efi un point fixe 
donné fur la droite A E , (tf la ligne EF efi parais 
leleà AC) APND, & les droites AP,PM, 
P N ^ G Q , foit exprimée par une équation quel- 
conque. Il efi quefiion de mener d'un point donné 
M fur la courbe LM^ la tangente M T. 

Ayant nommé les données & variables A P 
ouGM,x;PMou AG^^^jFNjtt.'GQ,^; 
refpaceEGQF,jî Pefpace APND, r>&les 
foutangerites données P H , /jï > G K , i î Ton aura 
PpouNS ou MR = ^x, GgouR7»ouO(i= 

--dy ' Sn =z -^ du =: "— , à caufe des triangles 

a 



b 



femblables HPN , NS w ; 0^ = ^î=- 

îi?pn=zdt = udx^&QGgq^:^ds=:: — ^dy; 
QÙ Ton doit obferver que les valeurs de Km 6c 
S n font négatives , parce que A P (x) croiffant , 
PM(>')6çPN(«) diminuent. Cela pofé > on 
prendra la différence de Téquation donnée ^ dans 
laquelle on mettra à la place de dt ^ds%du ^ d:^ 

leurs valeurs udx , — zdy ^ — — , — i^ ; c« 
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qui donnera une nouvelle équation qui exprime*^ 

ra le rapport Cherché de dy^dx^ ou de MP à PT^ 

Exemple L 

38.001 T jH-;[;f rzi^4-«x, 6n âurâ eh prenant 
les différences ds^ 2^d:{ z=dt + udx + xdu , & 
mettant à la place de dsydt^ d^^niu leurs va- 
leurs , on trouvera — ^dy — ~^"^ = ^^^^ ""* 
î^ , d'où l'on tire P T (^-^) = ^fUltiZif 

a ^ dy J bux — Q^abu 

Exemple IL 

39.S OIT X = f , donc ds =^dt y c'eft-à-dire » 

— Idy =udx, & partant PT (^) =— ^^. Or 

comme cette quantité eft négative, il s'enfuit 
( Art. 10. ) que Ton doit prendre le point T du 
côté oppofé au point A origine des x- Si Pon fup- 
pofe que la ligne F Q foit une hyperbole qui ait 
pour afymptotes les droites A G , A E , enforte 

que G(l(^) = ^, & que. la ligne BND foit 

une droite parallèle à A B , de manière que PN 
(«) foit par tout égale à la droite donnée c ; il 
eft clair que la courbe L M a pour afymptote la 

droite A B 5 & que fa foutangente P T ( — -^ ) 

= — c: c'eft-à-dire qu'elle demeure par tout la 
même, 

La courbe LM eft appellée dans ce cas La- 

garhhmque. ( Confultc^ la Note vingt-troifieme. ) 

PROPOSITION 
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PROPOSITION XIII. 

PROBLÈME. 

40.S OIENT deux ligues quelconques B N , F Q; 
(F/g- 27, PL ^.^ qui ayent pour axe la même 
droite B A 9 fur laquelle foient marqués deux points 
fixes A , E ; foit une troifieme ligne courbe L M 
telle tjjV^ ayant mené par un de fes points qutl^ 
cmques M la droite A N , décrit du centre A 
l'arc de cercle 1AG\, éf tiré G Q paraltelk à 
E F , perpendiculaire fur AB i la relation dts 
efpaces EGQ.F(s), ANB(t), & des droi- 
tes AM ou AG (y), AN (2),G(i(u); 
foit exprimée par ufie équation quelconque. Il faut 
mener d^un point donné JA fur ta tourbe L M là 
tangente M T. 

Après avoir mené là droite ATH {)erpendi- 
culaire fur A M N , foit imaginé une autre droite 
Amn infiniment proche de A M N , un autre 
arc mg , une autre perpendiculaire gq^U décrit 
du centre A le petit arc N S : on nommera les 
ibutangentes données AH^^i^GK; b^ & oti 
aura Km on Gg=:dy , Sw=:irfî î les triangles 
femblables HAN&NS», KGQôcQO^^ 

donneront auflî S N =:= ~^S Oq^^'-^dù z=z 

. î _ 

N S =: — rfjr = i /w/ç. On mettra toutes ces va- 
leurs dans la différence dç Péquatipn donnée , & 

l'on eh formera une nouvelle » d'où Ton tireri 

D 
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une valeur àedT^endy. Or à caufe des Teneurs éSc 
des triangles femblables ÂNS&ÂMR,»2RJVI 
&MAT, on trouvé AN(O.AM(j')::NS 

::AM(jf).AT=z^^, Si donc Ton met 

daas cette formule à la place de ^< fa valeur en 
i/>f , les différences fe détruiront ^ & la valeur de 
la foutangente cherchée AT fera exprimée en ter- 
mes entièrement connus. Ce qu'il falloit trouver* 

Ex £ MP LB L 

41.S OIT uy — s =: jc^ — t , dont la différence 
cft udy ^ydu — ds = z^d^ — dtyCe qui donne 

( après la iîibftittttion Élite )di= l"^^ ^ i 
& en mettant cette valeur dans ^^^ . on trouve 

Exemple IL 
420 OIT sz=Uy donc ds=izdt , c'eft-à-< 

»— w^rrr — tf^, ou^/^=:— ^; & partant AT 

Si 1^ ligne B N eft un cercle qui ait pour centre 
le point A , & pour rayon la droite AB= A N 
:^=zcySc que iQ.foit une hyperbole , telle que GQ, 

ff 
(») =:-^; il eft clair que la courbe LMfait une 
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itafînité de recours autour du centre A , avant que 
d'y parvenir ( puifque lefpace F EGQ devient im 
fini , lorfque le point G tombe en A ), & que A T 

= — • D'où l'on voit que la raifon de A M à AT 

ce * 

eft confiante ; & partait que Tangle A M T efl 
eft par tout le même. 

La courbe L M eft appellée en ce cas togarith- 
fniquefpirale. (Confultei^ la Note vinguquatrieme.) 

PROPOSITION XIV. 
Problème. 

45- ob lENT fur un même plan deux cùurlti 
quelconques AMD , BMC (F/g. 28. VI. 2.) 
quife touchent en un point M 9 & foit fur le plan 
de la courbe BMC»» point fixe L. Si l'on conçoit 
à prefent que la courbe BMC roule fur la courbt 
AMD m sy appliquant continuellement j- en fort â 
que les parties révolues A M , BM foient toujours 
égales entr^elles ; // ejl vifthle que le plan B M 
emportant le point L , ce point décrira dans ci 
mouvement une efpèce de roulette l L K. Cela pofé , 
je dis que fi Von mené dans chaque différente pofi-- 
tion de la courbe BM C ( ^tt point décrivant L aU 
point touchant JA") la droite L M ; elle fera per-^ 
pendiculaire 2t la courbe ILK.- 

Car imaginant fur les deux courbes A M D ^ 
BMC deux parties Mm^ Mm égales entr'clles 
& infiniment petites 9 on les pourra confîdérer 
(/4rf. 3. ) comme deux petites droites qui foriÉ 
au point M un angle infiniment petit. Or 
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que le petit côté M;» de la courbe ou pôîigcSnd 
BMC tombe iur le petit côté Mw du poligono 
AMD, il faut que le point L décrive autour 
du point touchant M comme centre un petit 
arc L /. 11 eft donc évident que ce petit arc fera 
partie de la courbe ILK ; & par conséquent qua 
la droite ML, qui lui eft perpendiculaire , feça 
auffi perpendiculaire fur la courbe IL K au point 
L» Ce qu'il falloit prouver* 

PRjOPOSITION XV. 

P K O B t É M E. 

444 Soit un angle reSliligne quelconque MLN^ 
( F^^ ^9- ^l^ 2- ) àont les cotés LM, LN touchent 
deux courbes quelconques A M j B N* Si^ Von fait 
glijfer ces côtés autour de ces courbes , enforte qu^ils 
les touchent continuellement ^ il eft clair que U 
fonjmet h décrira dans te mouvement une courbe 
ILK. Il ejl queftion de mener une perpendiculaire 
LC fur cette courbe , la pofttion de l*angle MLN 
étant donnée. 

Soit décrit un cercle qui paffe par îe fommet 
L , & par les points touchans M , N 5 foit menée 
par le centre C de ce cercle la droite CL : je dis 
qu'elle fera perpendiculaire à la courbe ILK. 

Car confidérant les courbes AM , BN comme 
des poligones d'une infinité de côtés 3 tels que Mw, 
Nw i il eft évident que fi^ l'on fait gliffer les côtés 
LM , LN , de, l'angle rediligne MLN , qu'on 
fuppofe demeurer toujours le même , autour des 
ipoints 'fixes M , N , (on opnfidére les. tangentes 
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LM , LN comme la continuation dés petits côtés 
M/, Ng ) jufqu'à ce que le côté LM de Tangle 
tombe fur le petit côté Mnt du poligone A M & 
l'autre côté LN fur le petit coté Nw du poligone 
BN ; le fommet L décrira une petite partie L/ de 
Tare de cercle M L N , puifque par la conftruc- 
tion cet arc eft capable de l'angle donné MLN. 
Cette petite partie L/ fera donc commune à la 
courbe ILK } & par conféquent la droite CL » 
qui lui eft perpendiculaire , fera auflî perpendi- 
culaire fur cefte courbe au point L. Ce qu'il fal*. 
loit démontrer. 

PROPOSITION XVI, 

Problème, 

45. Soit ABCD (F/g. 52. PI. ^* ) une carde 
parfaitement flexible a laquelle foient attachés dif- 
férens poids A , B , C j, tfç. qui ayent entr^eux 
tels intervalles A B , B C , tfc. que Von voudra. 
Si l'on traîne cette corde fur un plan horizontal 
par r extrémité D ^ le long d'une courbe donnée 
DP ; /*/ efi clair que ces poids fe difpofçront , çnforte 
qu'ils feront tendre la corde , ^ qu^ils décriront 
enfuit e des courbes A M , BN , CO , &c. Orrde^ 
mande la manière d'en tirer les tangentes , la po- 
fition de la cordé A B C D étant donnée avec la 
grandeur des poids. 

Dans le premier inftant que Pextrêmitè D 
avarice vers P , les poids A , B , C , décrive;nt 
ou tendent à décrire autant de petits côtés ha ^ 
Ç t, C c des poligones qui compofent les courbes 
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AM, BN , CO ; & par conféquent il ne faut pour 
en mener les tangentes AB , BQ » CK , que dé- 
terminer la diredion des poids y A ^ B , C dans 
ce premier infiant , c'eft-à-dire 9 la pofîtion des 
droites qu'ils tendent à décrire. Pour la trouver , 
je remarque 

I ®. Que le poids A eft tiré dans ce prçmiçr inf- 
tant fuiyant la direâion AB ; & comme il n'y a 
gucun obftacje qui s'oppofe à cette direction 9 
puifqu'il ne traîne après lui aucun poids ^ il la doic 
fuivre ; & partant U droite AB fer^ la tangente 
tn A dç la courbe A M, 

2^. Que le poids B eft tiré fuivant la direction 
BC ; mais parce qu'il traîne après lui le poids A 
qui n'eft pas dans cette direâion , & qui doit par 
conféquent y apporter quelque changement , le 
poids B n'aura pas fa direâion fuivant BC , mais 
fuivant une autre droite BG 3 dont il faut trouver 
|a pofîtion. Ce que je fais ainfi. 

Je décris fur B C comme diagonale le reûangle 
JE F , dont le côté BF eft fur AB prolongée ; & 
fuppofant que la force avec laquelle le poids B eft 
tiré fuivant BC , s'exprime par BC , il eft vifiblç 
par les règles de la Mécanique , que cette force 
B C fe peut partager en deux autres B E & B F , 
f 'eft-à-dire , que le poids B étant tiré fuivant Igi 
dirc^ion B C par la force B C , c'eft la même 
chofe que s'il étoit tiré en même tems par la force 
P E fuivant la direftion B E , & par la force B F 
fuivgnt la direction 1^¥. Or le poids A ne s'oppofe 
point à^ h dire^^on SE > puifqu'elb lui eft per-r 
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pendiculaire ; & par conféquent la force B£ 
fuivant cette direâion demeure toute entière : 
mais il s'oppofe avec toute fa pe£mteur à la di- 
reâion BF. Afin donc que le poids B avec la 
force BF vainque la réfiftance du poids A , il faut 
que cette force fe diftribue dans ces poids à pro- 
portion de leurs mafles ou grandeurs : c'eft pour- 
quoi fi Ton divife EC au point G ^ «nforte que 
CG foit à GE comme le poids A au poids B; 
il eft clair que £ G exprimera la force teftante 
avec laquelle le poids B tend à fe mouvoir fuivant 
la direftion B F , après avoir vaincu la réfiftance 
du poids A. il eft donc évident que le poids B eft 
tiré en même tems par la force B E fuiv^tnt la di- 
reâion BE 9 & par la force £ G fuivant la di- 
reâion B F ou £ C > & partant qu'il tendra à 
aller par BG avec la force BG: c*eft à-dire, que 
B G fera fa direâion , & par conféquent tan- 
gente en B de la dourbe BN. 

3^. Pour avoir la tangente C K , je forme fur 
CD comme diagonale le reâangle HI, dont le 
côté CI eft fur B C prolongée i & je vois que le 
poids B ne réfilte point à la force C H avec la- 
quelle lé poids C eft tiré fuivant la direâion C H , 
mais bien à la force C I avec laquelle il eft tiré 
fuivant la direâion CI, & de plus que le poids 
A réfifte aufli à cette force. Pour fçavoir de com- 
bien , je tire A L perpendiculaire fur C B pro- 
longée du côté de B ^ & je remarque que fi A B 
exprime la force avec laquelle le poids A eft tiri 
fuivant la direâion AB , BL exprimera ceUe avec 
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laquelle ce même poids A eft tiré fuivant ht 
direâion BC ; de forte que le poids C avec 
la force CI doit vaincrp-le poids entiet B, fie 
de plus une partie du poids A qui eft à ce poids 
A comme BL eft à BÀ, ou BF à BC. Si 
donc l'on fait B + ^H. C::DK.KH, il 
eft clair que C K fera la direftion du poids C , 
& par confiquent la tangente en C de la troi- 
fieme courbe ,C0. 

Si le nombre des courbes étoit plus grand , 
on trouveroit de la même manière la tangente 
de la quatrième , cirtquieme , Kc Et fi \'o^ 
youloit avoir les tangentes des courbes décri- 
tes pat les points moyens entre les poids , o(i 
les trouveroit par l'art. 36. ( Foye^ la Note 25. j. 
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SECTION III. 



Pfagc du calcul des différences pour trouver les plus 
grsndes & les moindres appliquées y où Je réduis 
fent les quefiions De maxinvs & minimis. 

Définition \. 

SO I T une ligne courbe MDM ( ¥ig. jo. 5 1. 
5?- Î4- P^- ^- ^ 5- ) dont les appliquées P M , 
ED , P M foient parallèles entre'elles , & qui foit 
telle que la coupée A P croiflant continuellement» 
l'appliquée PM croiffe auflî jufqu'à un certain 
point E y après lequel elle diminue ; ou au con- 
traire qu'elle diminue jufqu'à un certain point E , 
après lequel elle croifle. Cela pofé. 

La ligne E D fera nommée la plus grande ou 
faf ;97^Wre appliquée. 

DÉFINITION IL 

Sr Pon propofe une quantité telle que P M , qui 
foit compofée d'une ou de plufieurs indéterminées 
telles que AP, laquelle A P croiflant continuel- 
lement , cette quantité P M croifie auflî jufqu'à 
un certain point E , après lequel elle diminue , ou 
au cpnttaire ; & qu'il faille trouver pour A P, une 
valeur AE telle que la quantité ED qui en eft 
compofée , foit plus grande ou moindre que toute 
autre quantité P M femblablement formée de A P. 
pela s'appelle une queftion De m^ximis Ù minimis. 
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PROPOSITION 

G É N É R A L E. 

46. JLj a nature de la ligne courbe M D M étant 
donnée ; tr&uwrpour AP une valeur AE telU que 
r appliquée £ D foit la plus grande ou la moirCdre 
de fes fomhlckles P M. 

Lorfque A P croiflkit > P M croît auflî ; il eft 
évident ( Art. 8. 10.) que fa différence R m fera 
pofîtive par rapport à celle de A P ^ & qu'au con- 
traire lorfque P M diminue , la coupée A ^ croif- 
fant toujours, fa différence fera négative. Or toute 
quantité qui croît ou diminue continuellement 9 
ne peut devenir de pofitive négjitive , qu'elle ne 
pafie par Tinfini ou par le zéro 9 Tçavoir par le zéro 
lorfqu'elle va d'abord en diminuant» & par Tinfini 
lorfqu'elle va d^abord en augmentant. D'où il fuit 
que la différence d'une quantité qui eicprime un 
plus grand ou un moindre » doit être égale à zéro 
ou à l'infini. Or la nature de la courbe M D M 
étant donnée > on trouvera ( SeSt. i . ou 2. ) une 
valeur de R ;»? ^ laquelle étant égalée d'abord à 
zéro , & enfuite à Tinfini , fervira à découvrir la 
valeur cherchée de A £ dans Tune ou l'autre de 
ces fuppofîtions* 

47. L A tangente en D (F/g. 30. 3 1 . P/. 2. ) eft 
parallèle à l'axe AB, lorfque la différence Rjt; 
devient nulle dans ce point ; mais lorfqu'elle de- 
vient infinie » la tangente fe confond avec TapplV^ 
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quéc ED. {Fig. 33. 34. PL 3.) D'où Ton voit 
que la taifon de m R à R M , qui exprime celle de 
f appliquée à la foutangence , eft nulle ou infinie 
fous le point D. 

On conçoit aifément qu'une quantité , qui di^ 
minue continuellement y ne peut devenir de pofi« 
tive négative fans paflèr par le zéro ; mais on ne 
v(Ht pas avec la même évidence que lorfqu'elle 
augmente , elle doive pafier par Tinfini. C'eft 
pourquoi pour aider Timagination , foient enten* 
dues des tangentes aux points M , D , M ; ( Fig* 
30. 31. PI. 2.) il eft clair dans les courbes oik 
la tangente en D eft parallèle à Taxe A B , que 
la foutangente P T augmente continuellement à 
mefure que les points M 9 P 9 approchent des 
points D 9 £ i & que le point M tombant en D» 
çUe devient infinie ; & qu'enfin lorfque A P fur- 
pafle A E, la foutangente P T devient ( Art. lO.) 
négative de pofitive qu'elle étoit , ou au contraire. 
{Canfulte^ la Note 26. ) 

ExBMPLB I. 

48.S^PPOsONS que x' -^y^ = axy ( A P =: x , 
PM=j/ , AB=za) {Fig. 35. PL 3. ) exprime 
la nature de la courbe M D M. On auva en pre- 
nant les difiërences 3xxrfx-l- lyydy—axdy-^aydxj 

tombe fur le point cherché E , d*où l'on tire j^ = 
~; & fubftituant cette valeur à la place de y 
dans ré<|uation x^-^y^j^^a^çy ^ on trouve pour 
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A E une valeur x = {a ^2 telle que l'appliquée 
£ D fera plus grande que toutes Tes femblables 
P M. ( Confuhe^ la Note vingt-'fcptiefne. ) 

Exemple IL 

49.SoiT>/ — a=zâ^x a — x'^ , r^quatioii qut 
exprime la nature de la courbe M D M. ( Fig. 3 5 . 
P/. 3 . ) On aura en prenant les différences , cfy =2 

-^ — que j'égale d^abord à zéro ; mais parce que 

cette fuppoiition me donne - 2dx^a = quine peut 
faire cQnnoîtrç la valeur de A Ë , j'égaie enfuite 

"^ à l'infini , ce qui me donne ^ya — x=o^ 



d'où l'on tire x = ^ , qui efl la valeur cherchée 
de AE. ( Confulte\ ie Note vingt-^huitiçrne. ^ 

£kbmplb III. 

50.^ o I T une demie roulette accourcie A MF, 
(F/^# 3É. Pi 3.) dont la bafe BF efl moindre 
que la demi- circonférence A N B du cercle gé- 
nérateur qui a pour centre le point C. Il faut dé- 
terminer le point E fur le diamètre A B , en forte 
que l'appliquée E D foit la plus grande qu'il e(| 
poflîble. 

Ayant mené à difcrétion l'appliquée P M qui 
coupe le demi-cercle en N , on concevra à l'ordi* 
naire aux points M , N , les petits triangles MRw, 
N S « , & nommant les indéterminées A P , x ; 
P N , ?; i l'arc AN , « i &.les données AN B, o^j 
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BF,fc;CA OU CN,c; l'on aura par la pro- 
priété de la roulette A NB (tf) . BF (i) : : AN 

(a).NM=-. DoncPM = ^-i--,&fadif- 

ference Km=z — ^ =: o lorfque le point P 

tombe au point cherché £4 Or les triangles redtan- 
gles N Sw , N P C font femblables ; car fi Ton ôte 
des angles droits G N» , P N S l'angle commuh 
CNS, les reftes S N w, P N G feront égaux. Et 
partant G N Vr) . G P (c — x) : : Nnf ^?i) . S» 

/ , V eàu — xiu *^ 

(rf^)=: — • Donc en mettant cette va-* 

leur à la place de dx^ dans ad\ + hduz=o , on trou- 

acdu — axdu'+'ècdu j» \ i> 

vera • ~ = ^ ^ d ou 1 on tirera x 

c . 

* 

( qui eft en ce cas A E)^= r + -^. 

Il eil donc évident que fi Ton prend G £ du 
côté de B quatrième proportionnelle à la demi- 
circonférence A N B , à la bafe B F , & au ra- 
yon G B , le point £ fera celui qu'on cherche. 
{ConfulteX la Note vingt-neuvième.) 

ExemplbIV. 

Çî-CjotiPER la ligne donnée AB ( Fig. 3 y. 
VL 3. ) en un point £ y enforte que le produit 
du quatre de Tune des parties A E par Tautre 
£B y foit le plus grand de tous les autres produits 
formés de la même manière. 
Ayant nommé l'inconue A E , x ; & la don- 

néeAB^ ^:on auraAE xEB = axx — ;«c% 
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qui doit être un plus grand. Ceft pourcjuôi om 
imaginera une ligne courbe MDM , telle que la 
relation de i'appUquée M P ( j^ ) à la coupée A. F 

(x) foit exprimée par Téquation^ = ^ ^ , & 

on cherchera un point £ tel que l'appliquée E D 
*foit la plus grande de toutes fes femblables P M ^ 

ce qui donne dy =-^^^ ^^^ =: o^ d'où Ton 

tire AE(x)=jir. 



l'on veut en général que x* x ^ — x foit un 
fias grand ( m & n peuvent marquer tels nombres 
qu'on voudra ) , il £iudra que la différence de ce 
produit foit égale à zéro ou à 1 infini y ce qui don- 

nemx^ *dxxa — x — na — x i/xXx"=: 



09 d'où en divifant par x" ' x ^ — x rfx , Ton 
mcam — i»x— «x =tf , & AECx^^z: a. 

Si m =2 , & If = — I , l'on aura A E == 2a » 
& il faudra alors énoncer le Problême ainfi. 

Prolonger la ligne donnée A B ( Fig^ 37- PL 3.) 
du côté de B en un point E, enforte que la quan-^ 

A E 
tité -gg foit un moindre » & non pas un pkit 

grand ^ car l'équation à la courbe M D M fera 

=zy » dans laquelle fi Ton fuppofe x=:tf ^ 

l'appliquée P M qui devient B C fera — , c'éft-à- 

dire 3 infinie ; & fuppofant x infinie, l'on aura y 
=Xy c*eft-à-dire % quePappliquée fera aufli infinie* 
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Siw=i yScn:= — 1, ?on aura A E = - ai 

d^où il fuit que Pon doit énoncer le Problême 

alors en cette forte. 
Prolonger la droite doftnée AB (^Fig. 38. P/. 

3* ) du côté de A en un point Ë » enforte que la 

■ » 

quantité — 1:^1 — foit plus grande que toute au- 

BE 

tre quantité femblable ^^1^^ . ( CanfulteK la 

BP 
Note trentième. ) 

Exemple V. 

SV-L/A ligne droite AB( F/g". 39. PL 3. ) étant 
diviféc en trois parties A C , C F , F B , il faut 
couper fa partie du milieu C F au point E , en- 
forte que le rapport du reftangle A E x E B au 
reftangle C E x E F foh moindre que tout au- 
tre rapport formé de la même manière. 

Ayant nommé les données AC,âf; CF, S; 
CB , r } & l'inconnue C E , x j Ton aura A E = 
fl+x,EB = ^— 'X,EF = & — x,& partant 
le rapport de A E x E B à C E x E F fera 
ex ax X ^^. ^^^^ g^^^ ^^ moindre. C'eft 



■«MHI^i 
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pourquoi fi l'on imagine une ligne courbe MDM, 
telle que la relation de l'appliquée P M (^ ) à la 
coupée C ? ( X ) foit exprimée par l*équation>' = 

bx — XX * ^ 

trouver pour x une valeur C E telle que l'appli- 
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quée E D foit la moindre de toutes fes femBlâ-' 
blés P M. On formera donc ( en prenant les dif^ 
férences , & divifant enfuite par adx, ) Tégalitô 
cxx — axx — hxx •+- 2acx — àhc = ^ > dont Tune 
des racines réfout la queftion. 

Si c =: tf 4- i , Ton aura x = | î- C Confulte^ 
la Note trenie^unieme. ) 

EXBIKFLB VL 

55. Entre tous les Cônes qui peuvent être 
infcrits dans une fphére déterminer celui qui a la 
plus grande furface c6nvexe« 

La queftion fé réduit à déterminer fur le dia-^ 
mètre AB du demi* cercle AFB ( Fig. 40. PL ^.y 
le point E ; enforte qu'ayant, mené la perpendi-: 
culaire EF , & joinf AF , le reftangle AFxFE 
foit le plus grand de tous fes femblables ANxNP. 
Car fi Ton conçoit que le demi- cercle AFB fafle 
une révolution entière autour du diamètre AB , il 
eft clair qu'il décrira une fphére , & que les trian«- 
gles reftangles A E F , A P N décriront des cônes 
infcrits dans cetre fphére , dont les furfaces con- 
vexes décrites par les cordes A F , AN, feront 
entr'elles comme les rectangles AFxFE,, ÀNxNP* 

Soit donc l'inconnue A E = x , la donnée AB 
= ^, on aura par la propriété du cercle AF =s 
X/ax , EF = )/ax —xxi & partant A F x F JE 
= ^/aaxx—rax^ qui doit être un plus grand. 
C'eft pourquoi on imaginera une ligne courbç 
M D M telle que la reUtion de l'appliquée P M 
(i' ) à la coupée A P ( x ) foit exprimée par Vè^ 

quatioQ 
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^uâtion '^~" - = ^ j & l'on chcrchdra lé 

point E , enforte que l'appliquée E D foit plue 
grande que toutes fes femblables PM. Oii aura 

donc en prenaàt la difiércnce ^^^^^^ = o a 

d'où ron tire A E (x) === î «. C Confulte^ la Noté 
trente-deuxième, ) 

ÈxEicpiÉ Vit 

54- O N demandé entre tous les Parallélepîpédeè 
«aux à un cube donné «» , & qui ont pour uii 
de leurs côtés la droite donnée h , celui qui à là 
tnoindre fupetficie. 
Nommant x un des deux côtés que l*oii cher^ 

die i l'autre fera j^ j & prenant les plans alterna-, 
tife des trois côtés fc , X i ~ du pâirallélepipéde j 

ieurfomtnefçavoirix4-^-i-Vferà là iribitié 

de fa fuperficie qui doit être un moindre. Ceft 
pourquoi concevant à l'ordinaire une ligne courbe 

qui ait pour équàtioii ^ + ^^+ ~=:Mon trbui 

vtta en prehant la différence— —f^ si- à i 

4'oîl l'on tire XX =^, & x = v^^ ; de forte 
que les trois côtés du parallélépipède qui fâtisfait 
i la queftion, feront le premier *, le fécond ^— j 
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& le trôilîéme |/y D*oii Ton voit que les deux 

côtés que îon crherchoit , font égaux entr*eux# 
( Confulte^ la Note tTcntt-trofrftemc* ) 

EXBMfLB VllL 

55-v3n demande préfentement entre tous les 
Parallélépipèdes qui font égaux à un cube donné 
a^ 9 celui qui a la moindre fuperfîcie* 

Nommant x un des côtés inconnus ^ il eft clair 
par l'exemple précédent 9 que les deux autres côtés 

feront diaciin |/— ; & partàtnt la fomme des 

plans alternatifs qui eft la moitié de la fuperficie ^ 

fera ^ + 2\/à^ x ^ui doit être un moindre. C^eft 

pourquoi fa différence — ^— ^ hh ^^-^ = o , d'où 

fon tire x^=zai&t par conféqtient les deux autres 
côtés feront auffi chacun =^ j de forte que le cu- 
be itiêmë donné fatisfait à la queftion. 

Ex E k P L B 1 5C. 

56. La ligne AEB (F/g. 41. Pi 3. ) étantj 
donnée de*pofî<ioh fur un plan avec deux points | 
fixps Ç,,^i & ayant mené à un de fes points! 
quelconques P deux droites CP r«) , PF (;c)j 
^Qtt'dohnée une ^antité composée de ces indé- 
terminées ^ & ^ , & de telles autres droites don^ 
nées a , h ,*8ct. qu'on Voudra. On detnande qu^ellb 
doit étffe la pofition des droites CE » £F , afiflj 
que la quantité donnée , qui en eft compofée j| 
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Ibit plus grande ou moindre que cette quantité ^ 
lorfqu'elle eft compofée des droites C P , PF. 

Suppûfons que les lignes C £ ^ Ë F ayent là 
pofition f equife ; & ayant joint C ^ i concevons 
une ligne courbe ,DM , «elle qu'ayant mené à 
difcrétion PQM perpendiculaire fur CF^ ^ap-i 
pliquée Q.M exprime la quantité donnée : il eft 
clair que le point P tombant au point £ f Tappli^ 
quée QM qui devient OD, doit être la moin- 
dre ou la plus grande de toutes fes femblables; 
11 faudra donc que fa différence foit alors égalé 
à zéro où à Tinfîni : c*e{l j^ourqlioi fi la quantité 
donnée eft , par exemple , aa-i- {^^ l'on aura 
kdu+ z\d i^=:o y & pàf cohféqueht d U * 
— ^/ ;(; : : %:^.a. D'oà Ton voit déjà que d t doit 
être négative par rapport ^ du ; c'eft-à-dire i 
que la pofîtiôh des droites C £ , £ F doit être 
telle que u croilTant > \ diminue. 

Maintenant fi Ton iilene £ G perpendiculaire 
à la ligne A £ B , & d'un de fes points queU 
conques O les perpendiculaires G L 3 G I fut 
CE, E F ^ & qu'ayant tiré par le point té 
j)ris infiniment près de £ » les droites CKf j 
FtfH , on décrive des centres C , F les petiès 
arcs de cercle £ K , £ H : on formera les triati-^ 
lies reaangles £LG & £Ke, EIG & EHc^ 
qui feront femblâbles entr'eux i car fi l'oh ôtfe 
des angles droits G E e , L £ K le même angle 
L Ê e , les rcftes L £ G |^ K £ ^ feront égaux ; 
on prouvera de même que les angles lEG, 
H E c feront égaux* On aura donc G L ^ G 1 

Ea 
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:: Ke C<^«). Hc C^dO :: ^K-^- D'où îî 
fuit que la pofition des droites C E , E F doit 
être telle qu'ayant mené la perpendiculaire E G 
fur la ligne A E B j le fittus GL de l'angle GEC 
foit au finus G I de l'angle G E F , comme les 
quantités qui multiplient di(_ font à celles qui 
multiplient d u. Ce qu'il falloit trouver. C Con' 
fulte^-la Note trente'-quatrienie» '), 

57. Oi l*on veut à préfent que la droite CE 
foit donnée de pofition & de grandeur , que la. 
droite E F le foit de grandeur feulement , & 
qu'il faille trouver fa pofition , il eft clair que 
Tangle GEC étant donné, fon finus GL le 
fera auffi, & par conféquent le finus GI de 
Tangle cherché GEF. Donc fi Ton décrit un 
cercle du diamètre E G , & que l'on porte là 
valeur de G I fur fa circonférence de G en 1 5 
la droite E F qui paffe par le point I aura la 
pofition requîfe. 

Soit ^« -+• t^ la quantité donnée ; on trouvera 

G I r=: — 7 — ^ ; d'où Ton voit que quelque Ion- 

■ 

gueur qu'on donne àEC&àÉF^la pofitîoA 
de cette dernière fera toujours la même , puif- 
(qu'elles n'entrent point dans la valeur de Gï , qui 
par conféquent ne change point. Si ^ =:: i , il eft 
clair que la pofition de E F doit être fur C E pro- 
longée du côté de E ; puifque GL= GI , lorfque 
les points C, F tombent de part & d'autre de ta 
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ligne A £ B : mais lorfqu'ils tombent du même 
côté y l'angle F E G ( Fig. 42. PL 3. ) doit être 
pris égal à l'angle C E G. 

ExBMPtBX. 

5^-Le cercle AE6 ( Fig. 41. Pi. 5. ) étant 
donné de pofition avec les points C , F hors de 
ce cercle j trouver fur fa circoi^férencc le point E 
tel que la fomme des droites CE , E F fok U 
moindre qu'il eft poflîble. 

Suppofant que le point Ê foit celui que Won 
cherche ; & menant par le centre O la ligne 
OEG, il eft clair qu'elle fera perpendiculaire 
fur la circonférence A E B ; & partant ( Arr^ 
57. ) que les angles F E G , G E G feront égaux 
cntr'euï. Si donc Ton mené E H , enforte quç 
VânglcEHO foit égal à .l'angle CEO., & 
de même E K > enforte que l'angle È K O foit 
égal à l'angle F E O , & les parallèles E D ^ 
EL à OF,OC;on formera les .triangles . fem- 
blables OCE & OEH\ QFE & pEK , 
HDE&KLE;&en nomrnant les connues 
0£ ou OA ouOB, ai àC-bi OF, c; & 
les inconnues O D ou LEi xj DËou ÔL, y ; 



l'on aura OH=;:.^,OK=?^,Ôc HDXxy-- 
^ ) . DE (j ) : ; KL (;^ ^^ ) • LE (xj.Donc xx 

— ffl = yy — ^ , qui eij imé équation à une 

hyperbole que Ton conftruirjt îfacilement^ % fic 
^ui coupera le cercle au point cherché.. £• 
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( Confî^he% la ^otè trente-cinquième- ) 

ExemflbXL 

59-XJ N voyageur partant du lieu C ( ¥ig 45* 
p/. 3. ) pour aller au lieu F y doit travérfer deux 
çampagoesf féparées par la ligne droite A E B. 
Un luppofe qu'il parcourt dans la campagne ài\ 
côté C Tefpace a dans le temps c , & dans Tautre 
0u côté de F'i'efpace h dans le iwême tcms c : oit 
demande par quel point E de la droite A E B il 
doit palfer » afin qu'il employé le moins de tems 
gu'il eft poàîble pour parvenir de C en* F. Si 1*0^ 

faiî^,ÇECa);:c,^. Eti.EF (0-- f- 

^. Il çft clair que — exprime le temps que le vo- 
yageiir eiqploye à parcourir la droitd CE ,. dcde 
fnêïî^e quç ^ exprime celui qu'il employé à par- 

courir EF; de forte que-^-n^ doit être un 

tnomdr^* P'où il fuit ( Aru 56- ) qu'ayant mené 
P G perj^qdiculaif e f^r la lignée AB i leiîaus d,e| 
f ^ngje QEQ dqij êtrç an fiftus ^e l!ai^le GEF » 
^pmme^ieftàt. 

Cela pofé , fi rpn décrit du point cherché E, 
ÇQïnmp centre, de rintervalle EC, le cercle CQH» 
^ quW meiie fur la droite A E B lès^ perpèndieu- 
%çsÇA, ^U^FB>ôcfu]rÇE,,EF les per- 
endiculaires CL, G î | Ton aura à .b:: GL . 
j^/Qf GL::5=rAE, 6cGl=Èt>. parce que 
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& £ H D font égaux & fetnblables entr'eux » com- 
me il eft facile à prouver. C'eft. pourquoi fi Ton 
nomme Tinconnue A £ ^ x ; on trouvera £ l> 

=: — : & nommant' les connues A B, /j A C ♦ * ; 

B F » Â ; les tfiangles re9a>l4>l9S £ B F ^ £ p H 

donneront E B(/—x). B F( A )r : EI>( ^\ 

OH z=r - j^^ • Mais à cauie des triac^les ijéâsan? 
gles E D H , E A C , qui ont leurs hypoihenufes 
E H , E C égales , Ton aura Ë^* + ï5h*= ËA* 

+ AG , ç'eil-à-dire, en termes analytiques, -7- + 

-75: ^ — - =; XX -4- g^ : De forte que ôtaht les 

fractions 9 fii çKloo^ant enfuice Fégalité , îl.yiei^ 
dra tfwx^ - .2^i?^? ^ aaffxn - 2aafj^gx -h aafj^èp^ q. 
— tt -h ^f -h- ^tfgg ^ ^ . 
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On peut encore trouver cette équatiwï de fe 
mî^nîere qui fuir, fans avoir rçcçws à FexeiÂpfe 9. 

Ayant nommé comme auparavant ]és:a&îinuics 
AB,/j A C, giftP; h r&^yincon nugA Ë,:fc} 

on fera a . Q.J^C V#F*^) • ^.f • ^-^^^' ^r ^^ 
tems que k yoyagieur em|3^Qye à parcQudr -la adyai - 
tc CE. Et de même h . Ef; (yj^—'ij^^Mx -n- àh. ) 

= ^U tems que 1^ ^ôyâ- 

E4 
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geur employé à parcourir la dr oite EF> Ce qui hr% 

a à ' 

r i-ff»! <!^àx cxdx — efdx 

partant la différence » -^ .yrr > ' .t 

= ^ ; d'où Ton tire , en divifant par cd)( ôç eix 
^tant les incomnienrurables > la même égalité que 
çï-devant , dont Tune des racines fournira pour 
A Ë la valeur qu'on chçrche. ( ÇqnfuUeTi la JSptc^ 

Exemple XI I. 

f Q. S o I T une poulie IP ( Fig. 44. PI. 3. ) qui 
pend librement àii bout d'une corde CP atta- 
chée en C, avec un plomb D furpendu par la 
corde D F B qui pafle au-deflus de la poulie F ^^ 
^ qui eft attachée 6n B ^ enforte que les points 
Cf B font lîtués dans.la même ligne horizontale 
C B. On fuppofe que la poulie ôi les cordes 
]n'ayent aucune pefanteur; & l'on demande eri 
quel endroit le pîonib D , ou[ la poulie F doit; 
^arrêter. 

Il ej^ çl^ir par les principes d^ la Mécanique 
9MÇi Iç plonib D defcendra le plus b^s qu'il lui fera 
poËble ^ au^deffous de l'horizontale Ç B ; d'où -il 
(uit que la ligne à ploinb D F £ doit être un plus 
^ grand. C'eft pourquoi nommant les données CF|^ 
4'iUFByb s ÇB,ç-8 c l'inconnu e C E > x j Yot i 

§Utîlr IB F =î^ p^aa -r Xjf 9 F B =. 1^ ^4h^ çc — gg]^^ 

qm doit être ûff plus grand j & partant fa diffé- 
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edx xdx 1» V «> ^* 

rence . , =- — ^^^ = q , d ou ion tirq 

YOû —H ce — icx Vaa — xx 



arx^ — tccxx^ — aaxx^aaçc = a , & diviiaot par 
X—C3 il vient 2cxx^ — aax — aac=za^àQTitV\mQ 
des racines fournit pour C E une valeur telle que 
h. perpendiculaire Ë D pafTe par la poulie F ^ le 
plomb D y lorfqu'ils font en repos. 

Gn pourroit encore réfoudre cette quêftioQ 
d'une autre manière que voici. 

Nommant EF^^; BF,<; Ton aura h 
r- ^+^ == à un plus grand • & partant 4^= d ^. 
Or il eft clair que la poulie F décrit le cer- 
cle CFA autour du point C Comme centre ; 
Sc^partant fi d\i point / pris infiniment près de 
F, Ton mené /R parallèle à CB, §t /S per- 
pendiculaire fur B F , Ton aura F R = i/j' , & FS 
= //^. Elles feront donc égales entr'elles; &par 
conféquent les petits triangles reftangles FR/, 
FS/, qui ont de plus Phypothénufe F/ commune, 
feront égaux & fen^blables j d'où Ton voit que 
rangle RF/ eft égal à l'angle S F/, c*çft-à- 
dire, que le point F doit être tellement fîtué 
dans la circonférence FA , que les angles faits 
par les droites E F 3 F B fur les tangentes en F , 
îbient égaux eiitr'çux : ou bien ( ce qui revient 
au mêine ) que les angles 5 F C , P F C foient 
égaux. 

Cela pofé y fi Ton mené F H , enforte que Tan-^ 
gle F H C foit égal à Tangle G F B ou C K D ; les 
triangles C BF , C F H feront femblables ; comme 
|uffi les triaiigles réâangles E C F i E F H , puiÀ 
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que l'angle C F S eft égal à i*angle F H E , étaatu 
l'un & Tautre îe complémient à deux droit^> des 
angles égaux F H C , CF D ; & par coaféquenic 

on aura CH = y > & HE(x-^^). E F (>. ) 

:: É¥{y). EC(;tf> Poncx;^ — —=jiy ==/».« 

-^ XX par la propriété du cercle, d'bû Ton tirel 
la même égalité q^^e çi-devant.. 

ExemfxbXIII. 

6i. L* Il É V A T I o N du pofe étant donnée ^ 
trouver lé, jour du plus petit crépufcule. 

SxHt C iPig' 4S PI* 5O le centre de la fphére j 
A P T Ô B HQ, le méridien; HD^ O Phorifon; 
QEeT Te cercle crépufculaire parallèle à rho-» 
rifon i A M N B Téquateur ; F E P G la portion 
du parallèle à Téquateur , que décrit le Soleil 1q 
jotir du plus petit crépufcule y renfermée entre les 
plans de rhorifon & du cercle crépufculaire ; P le 
pôle auftral 5 P E M , P D N des quarts de cer- 
cles de déclinaifon. L*arc H Q ou O T du mé- 
ridien compris entre l'horifon & le cercle crépuf- 
culaire y &„ Varc O P de Télévation du pôle font 
donnés i & par conféquent leurs fînus droits 
Cl ou F L ou Q.X, & OV L'on cherche le 
fmus CK de l'arc EM ou DN de la^ déçli- 
naifooi du Soleil , lorfqu'il décrit le parallèle^ £ D. 

S'imaginant une autre portion f^dg d*«n 
parallèle à Véquateur y infiniment proche de 
F É D G y avec les quarts dé cercle ?e m^ 
^dn ; il eft clair que le tems que le Soleil 
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«nploye à parcourir Pare ED, devant être un- 
moindre , la difFérence de Tare M N qui en eft 
k mefure , 6t qui devient m n lorique K D de^ 
Tient ed^ doit être nulle; d'pà il fuit que lés 
petits arcs Mm, N » , & par confé(]^nt 1^ 
petits arcs Re, Sdy feront égaux entr'èUx. Or 
fes arcs RE, S D étant renfermés entre les 
mêmes parallèles E D , cd ^ font auffi égaux , 
h les angles en S £|s en R font droits. Donc 
les petits triangles reékangles ER ^ , P S ^ ( que 
Pon confidére comme reétilignes (i*^. jO à 
çaufe de f infinie petiteffe de leurs côtés ) t fe- 
ront égaux •& femblables. i & par conféquent 1« 
hypotfeénufes Er, Va feront auffi égales entr'elîes- 
Cela pofé , les 4roitcs D G , E F , ^g^ , e/ com- 
mune ferions des plans FEJOG , ftàg parallèles 
à réquateur , avec l'horizon & îe cercle crépuscu- 
laire 3 feront perpendiculaires fur les diam^res 
HO, QT , puifque. les plans de tous ces cercles fe^ 
ront perpendiculaires chacun fur le plan du méri- 
dien ; & les petites droites Gg^Vf feront égales 
cntr'elles , puifque les droites F G , /g font parai- 

leles. Donc |/dT — G^* ou D G — àgz=:z 

ï/E / — F/ ou /tf — F E. Or il eft clair par ce 
que Ton a démontré dans l'article 50. que fi Ton 
mené à difcrétion dans un demi-cercle deux ap- 
pliquées infiniment proches , le petit arc qu'elles 
renfernient , fera à leur différence , comme le ra- 
yon eft à la coupée depuis le centre , ce qui donne 
ici (^ caufe des cercles HDO, QE T ) G O. CG 
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; :'D^/ OU Ee . DG— ^/gou/tf — FE : : IQ . I K» 
::CO + IQouOX.CG-i-IFouQL.Mais à 
caufe 4es triangles reâangles femblables C V O ^ 
CK G , F LG, l'on aurii CO. ÇG : : 6 V . GK.. 
EtGK.GL::CK,FLou QX.Donc OV •- 
C K : : OX .Xd : : XQ . XH par la propriété 
du cercle : c*eft- à-dire , que fi Ton prend Q X 
pour le rayon ou fii)us total dans le triangle 
redangle Q X H , dont Tangle H Q X çft de 9 
degrés , parce que les Aftronomes font Tare HQ 
de 18 degrés , Ion aura comme le finus total 
eft à la tangente de 9 degrés , de même le fî- 
nus de ^élévation du pôle eft au fidus de la 
déclinaifon auftrale du Soleil dans le tems du 
plus petit crépufcule. D'où il fuit que fi Ton 
6te 0.8002875 du logarithme du finus de Té- 
lé vation du pôle y le rcfîe fera le logarithme du 
finus cherché- Ce qu'il falloit trouver* ( Cw- 
fulte^ la Note trente-fe^tieme* } 
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SECTION IV* 

V/age du^ calcul des différences pour trouver let 
points d'inflexion & de rehrouffement. 

CO M M Ë Ton fe Servira dans la fuite des 
difFérences fécondes , troifiemes , &c. il 
cft néceffaire d'en donner une idée avant quô 
d'aller plus loin. 

D E IF I N I X î N I. 

La portion infiniment petite dont la dîfFé- 
tence d'une quantité variable augmente ou di- 
minue continuellement , eft appellée là différence 
de la différence de cette quantité ^ ou bien fa 
différence féconde. Ainfî fi Ton imagine une troi- 
fieme appliquée nq CFig./[6, P/. 5.) infiniment 
proche de la féconde mp ^ &l qu'on mené m S 
parallèle à A B , & ;» H parallèle à R S ; on ap- 
pellera H w la différence de la différence R m , 
ou bien la différence féconde de P M* 

De même fi l'on irtiagine une quatrième ap-^ 
pliquée of infiniment proche de la troifieme 
nq ^ ôc qu'on mené wT parallèle à AB, & 
«L parallèle à ST; on appellera la différence 
des petites droites Hw , L^, la différence de la 
différence féconde , ou bien la différence troiftewc 
de P M. Et ainfi des autres. ( Voye^ la Note 38.) 



/ 
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AVERT ISSEMBNr^. 

On marquera dam la fuite chaque différente 
par un nombre de à qui en exprime V ordre ou 
le genre. Par exemple 9 on marquera par dd la 
différence féconde ou du fécond genre ; par ddd 9 
la différence troifieme ou du troifitmt genre ; par 
dddd , la différence quatrième ou du quatrième 
genre , éf de même des autres. Ainft ddy exprù 
mera Hn ; dddy » Lo — Hn ou Hn — Lo , &c. 

Quant aux puiffances de ces différences , on les 
marquera par des ehtffrei paflérieurs mis awdejjus ^ 
comme l'on fait ordinairement celles des gran^ 
deurs entières. Par exemple , le quarré , ou le 
cube de dy fera dy* » ou dy^ • le quarré y ou le 
cube de ddy fer 4 ddy* y ou ddy' ; celui de dddy 
fera dddy* , ou dddy' ^ celui de ddddy fera 
ddddy* , ou ddddy' , Ùc. ( Vciye^^ la Notte 39. ) 

Corollaire I. 

62.cn l'on nomme chacune des coupées AP^ 
Ap y Aq j Af y X * chacune des appliquées 
P M , pm y qn^ fo ^ jy ; 6i chacune des por- 
tions courbes ANL y A w , An, Ao ^ u ; il efl 
clair que dx exprimera les différences If p 9 pqi 
qf des coupées ; d}^ les différences R m , S w , 
T o des appliquées y 8c du hs différences Mm y 
mn y no des portions de la courbe AMD. 
Or afin de prendre y par exemple y k différence 
féconde H » de la variable P M ^ il faut ima- 
giner fur Taxe deux petites parties Pf , pq^ 
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& fur la courbe deux autres Mm ^ mn pour 
avoir les deux différences R w , S Ta ; & par- 
tant fi Fon fuppofe que les petites parties Pp , 
pq foient égales entr'elles j il eft clair que^;r 
fera confiante par rapport k dy Se à du ^ puis- 
que Pp qui devient p q demeure la même pen- 
dant que Km qui devient Sn ^ & DAm qui 
devient mn^ varient. On pourroit fuppofer que 
les petites parties de la Courbe Mm ^ mn fe- 
roient égales entr'elles , & alors d u feroit conf*- 
tante par rapport à ^x & à ^^ ; & enfin fi 
l'on fuppofoit que R»7 & S» fuffent égales , 
dy feroit confiante par rapport à^x&à//»^ 
& fa différence h w ( ddy ) feroit nulle. 

De même pour prendre la différence troifîe- 
îne de P M , ou la différence de la différence 
féconde Tîw, il faut imaginer fur Taxe trois pe- 
tites parties P.p.,,/?^, qf ; fur k coufbe trois 
aun-es M ;;? , mn^ w (; i & fur les appliquées 
airfTi trois autres Km y Sn ^ T o y & alors on 
aura d x ou du ou dy pour confftante^ félon 
qu'on fuppofera que les petites parties Pjp, pq\ 
^f^ oniAm i m n y noy ou *R w , S» , To font 
égales entr'elles. 11 en eft de même des diffé- 
rences quatrièmes , cinquièmes , , &c. 

Tout ceci fe doit âûflî entendre des courbes 
AMD , ( Fig. 47. PL 3, ) dont les appliquées 
B M , Bm y Bn partent toutes d'un pomt fixe 
B ; car pour avoir , par exemple, la différence 
féconde de B M , il faut imaginer deux autres 
ftp^liquées $m y îBn qui iaifent des angl«s MBm ^ 
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mBn infiniment petits , & ayant décrit du ceii^ 
tre B les petits arcs de cercle MR, fnSi la 
différence des petites droites Rit?» S» , fera la 
différence féconde de B M s & l'on pourra pren^ 
dre pour confiants les petits arcs M R , mS y 
ou les petites portions de la courbe Mm, mn ^ 
ou enfin les petites droites R m , S ». il en v^ 
de même pour les différences troifiemes^ qua' 
triemes ^ &c. de l'appliquée BMà 

Remar<;^U£. 

^3- On doit bien remarquer , i^. Qu*il y à 
différens ordres d'infiniment petits : que R m ^ 
(F/g. 46. Pi. 5.) par exemple , efl infiniment 
petite par rapport à F M 9 & infiniment grande 
par rapport à H 12 ^ de même que l'efpacé fAVpm 
efl infiniment petit par rapport a l'efpace A P M i 
6c infiniment grand par rapport au triangle MR;^: 
x"". Que la différence entière ?f efl encore in- 
finiment petite par rapport à A P , parce' que 
toute quantité qui efl la fomme d'un aombrâ 
fini de quantités infiniment petites» telles que 
Fp 9 pq 9 qf par rapport à une autre A P ^ 
demeure toujours infiniment petite par rapport 
à cette même quantité : & qu*afin qu'elle de- 
vienne du même ordre , il faut qiie le nombre 
des quantités de l'ordre inférieur qui la compofe i 
foit infini. 

CoKOLLAlaP II. 

64. O N peut marquer en cette forte lès différen- 
ces fécondes dans toutes les fiippofitions poffibles. 

,0 
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i^. Dans les courbes où les applicjuées imKi 
ffS font parallèles entr'elles ^ ( Fig. 48. 49. PL 5. ) 
on prolongera la petite droite tAm en H oà 
elle rencontre l'appliquée Sn ; Se ayant décric 
du centre m , de Tintervalle mn , l'arc n^» bii 
tirera les petites droites ni , /i, l(.r^ dont la 
première foit parallèle à ^ S , & les deux autres 
à S »• Cela pofé ^ fi Ton veut qlie dx foit conf- 
iante, c'eft- à-dire , que MR foit égale ^ tnS^ 
il eft clair que lé triangle mSH cA femblable 
& égal au triangle M R x;; , & qu'ainfi H tî eft 
ddy j c'eft-à-dire , la différence de Km U Sn ^ 
ScHk^ddu. Mais fi l'on fuppofe que du foit 
confiante , c'eft- à-dire , que Mm = fnh ou à 
mk • il eft évident alors que le triangle mgk 
eft femblable & égal au triangle MKm ^ 6c 
qu'ainfi }ic-=ddy ^ & Sg ou cn=ddki 
Enfin fi Ton prend dy pour conftante i c'eft- 
à-dire , w R = » S , il s'enfuit que le triangle 
mil tû, égal & femblable au triangle M R ^ } 
&qu'ainfi iS ou nl=ddx y & l\z=:ddu. 

2^. Dans les courbés dont les appliquées B M j 
Bm , B» partent du mêtne point B , ( Fig. 5 ô; 5 1 ; 
PL 3. ) Ton décrira du centre B les arcs M R j 
wS , que Ton regardera (^Art. 3. ) comme dç 
petites droites perpendiculaires fur Bm y È » j 
& ayant prolongé Mm en E y 6l décrit dû ceii-i- 
tre w^ de l'intervalle mn y le petit arc nkEi 
on fera l'angle EmH = mBn y & Ton tirera 
les petites droites ni y liy kcg dont la i>fè- 

nûere foit parallèle à mS y & les deux autres 

F 
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à S n* Cela pofé , à caufe du triangle BSm 
reftangle en S , Tanglc BwS + wBn , ou -+- E;wH 
vaut un droit , & partant Tangle B ;« E vaut 
un droit-hS;»H; il vautaufll le droit M R 779 
+ KMm 9 puifqu'il eft externe au triangle RMm. 
Donc Tangle SwH = RMw. 

Il fuit de ceci , i^* Que fi l'on veiit que dx fait 
tondante, c'eft-à-dire que les petits arcs^MR , 
frj S foient égaux entr'eux , le triangle SmH fera 
femblable Se égal au triangle RM;^ , & qu'ainfi 
H» =:rf^, & }ik==ddu. 2^. Qjie fi Ton prend du 
pour confiante , le triangle gwk fera femblable & 
égal au triangle R Mm, & qu'ainfi kc exprimera 
ddy j &:Sg ou en j ddx. Enfin , 3 ^. Qiie fi Ton prend 
dy pour confiante, les triangles iml , RM;» feront 
égaux & femblables ; & qu'ainfi iS bu In = ddx , 
& lk=sddu. 

PROPOSITION I. 
Problème. 

65.1. RENDRE la différence d'une quantité com* 
pofée de différences quelconques. 

On prendra pour confiante la différence que 
Ton voudra , & traitant les autres comme des 
quantités variables , on fe fervira des régies pref- 
crites dans la Seélion première. 

La difFé/ence de ^ , en prenant dx pour conf. 

onte. fera 'J:!^ . & *:i:!^?i±: en pre- 
nant dy pour confiante. 
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Celle de . ~^ ^ 3 en prenant dx poui 

' Cbnftahte , fera dt 'l/dx*--i-dy^ + ,^-^ ^- - » le 

tout divifè par dx, cVft.à-dire £eÉi!±^iil^ j 
& en prenant ^/^^ pour confiante , elle . fera 




tbUtdivifépar^/^i Cad. djdx\^djdrdy\-idylddx_ 

'^ dx^Vdx*-i-dy* 

La différence de ■ P^ ^ ■ , en prenant dxttàni 

tonflâiite , fera dy'-^-yddyy/dx' -+- dy" — ;^ { J; ) 
le tout divifé par ^/x* -4- dy^ ^ ;c*eft - à - dire 3 

ix^dy^-k-dy*-\-ydx'^d^y „ x. i- • > 

-^^==^^y& en prenant ^> po 
confiante, elle fera â^^J^l=^Sï. 

. La différence dé '^^ -*-- 4y'|/^x* -4- é^* gU 

— ' dxddy 

dx'-^dy^ * . en prenant d)c pour cohftahté ^ fef à 

— dxddy 

■r-3</jpç(yt%* xt/y* H-cfj^^ * -jhd^dddy x di^-^dy'' * 

dx'ddy'' * 

Mais il faut obferyer que dans ce dernier ciï il 

tfcft pas libre de prendre dy pour conftaiite, car dans 

cette fuppofition fa différence W^/ feroit nulle , 8c 

par conféquent elle ne devroit pas fe réncohtréf 

dans la quantité propofée, ( ConJulU^ la Note 46. ) 

Fi 
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Définition IL 

Lorfqu'une ligne courbe A F K ( Fig. 5 2. 5 3. 
54. 5 5. P/. 3, 4. ) eft en partie concave & en par* 
tie convexe vers une ligne droite A B ou vers un 
point fixe B ^ le point F qui fépare la partie con- 
cave de la convexe , & qui par conféquent eft la 
fin de l'une & le commencement de l*autre, eft 
appelle point àHnfléxion , lorfque la courbe étant 
parvenue en F continue fon chemin vers le même 
côté : & point de rehroujfement , lors qu'elle re- 
brouiTe chemin du côté de fon origine. 

PROPOSITION II. 

Problème Génép^al. 

66--LiA nature de la ligne courbe AFK étant 
donnée , déterminer le point d'inflexion ou de re- 
hroujfement F, 

Suppofons en premier, lieu que la ligne courbe 
AFK (F/^. 52. 53. P/. 3* 4. ) ait pour diamètre 
une ligne droite A B , & que les appliquées FM, 
E F 9 &c. foient toutes parallèles entr*elles. Si Ton 
mené par le point F , l'appliquée F E avec la tan- 
gente F L î & par un point quelconque M de la 
partie A F , une appliquée M P avec une tangen- 
te M T : il eft clair, 

lo. Dans les courbes qui ont un point d'infle- 
xion 5 que la coupée A P croiflant continuelle- 
ment , la partie A T du diamètre , interceptée en- 
tre l'origine des x & la rencontre de la tangente , 
croît aufli jufqu'à ce que le point P tombe en E > 
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après quoi elle va en diminuant ; d'où Yotï voit 
que AT qui répond à l'appliquée en P, doit 
devenir un plus grand AL » lorfque le point 
P toipbe fur le point cherché E. 

2^. Dans celles qui ont un point de rebroufle- 
ment, que la partie AT croiflant continuelle* 
ment, la coupée A P croît auflî jufqu'à ce que le 
point T tombe en L, après quoi elle va en dimi- 
nuant; d'où l'on voit que A P qui répond à AT , 
doit devenir un plus grand A E , lorfque le point 
T tombe en L. 

Or lîTon nommcAE^xj EF,>/;ronauraAL 

=:^—x, dont la différence, qui eft .y ^J7 ^ . ^ 

— dxÇen fuppofant dx confiante ) , étant divifée 
par dx différence de A E , doit être ( Art, 47. ) 

nulle ou infinie ; ce qui donne — ^-^ = j ou à 

l'infini : de forte que multipliant par dy , & divi- 
farit par — y , il vient ddy :=0yOûï l'infini j ce qui 
fervira dans la fuite de formule générale pour trou- 
ver le point d'inflexion ou de rebrouffement F. 
Car la nature de la courbe A F K étant donnée , 
Ton aura une valeur de dy en ^x j & prenant la 
différence de cette valeur , en fuppofant dx conf- 
tante , on trouvera une valeur de ddj/ en dx^ , la- 
quelle étant égalée d'abord à zéro , & enfuite à 
l'infini , fervira dans Tune ou l'autre de ces fup- 
pofîtions à trouver pour AE une valeur , telle que 
l'appliquée E F aille couper la courbe A F K au 
point d'inflexion ou de rebiOulTement F. 
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L*origine A des x peut être tellement fituêe 

qqei/VL==x — ^,aulieude"^ x, & que 

^ L ou A £ foit un moindre au lieu d'être un p/^x^ 
grand : mais comme U conféquence e(l toujours la 
ipiême, & que cela ne peut faire aucune difficulté ^ 
je ne m'y arrêterai pas. Il eft à remarquer que AL 

pe peut jamais être = x -+• -^ , car lorfq ue le 

pQÎnt T tombe de Taijtre côçé du point P , par 

^rapport à Torigine A des x , la valeur de -^ fer^ 

l^^gatiye fuivant Tarticle io,& par çonféquent 

ççllç 4^ — y- fera pofitive , de forte qu'on aur^ 

fncçire en ce cas A E -+- EL • ou A L = x — •^. 

La même chofe fe peut encore trouver de cette 
f\utre manjèrç. Il çft cl^ir qu'en, prenant dx pour 
confiante , & fuppqfant que l'appliquée y ^ug- 
çf^entp , Sn ( fig. 48. 49. Pl. 3. ) efl moindre quç 
^H ou que R;f77 dans la partie concave, Sç plu;^. 
gf a^de dans la convexç. Coii l'on voit que la va- 
|ewr de Y\n ( ^/^/j/ ) doit devenir de pofitive néga- 
tive ious le point d'inflexion ou de rebroufTement 
Y $ & partant (4^^ 47.) qu'elle y doit être ou 
ç^ulle pu infinie. 

Si^ppofpus en fécond lieu que la courbe AFK 

( Fî^' S4* 55- ^^' 4- ) ^V^ PPUr appliquées les droi- 
\^ B,M, BF5 BM , qui partenç toutes d'un 
Çftême pqiçit 3- Si l'on mçnç telle appliquée BM 

"^îfi* 5^* 57* l'^'^O ^^'9^ y9^d»> s^vec une 
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tangente M T qui rencontre B T perpendiculaire 
à B M au point T 5 & qu'ayant pris le point m 
infiniment près de M , Ton tire l'appliquée B»7 , 
la tangente mt ^ & la perpendiculaire Br fur ^m^ 
qui rencontre M T en O ; il eft vifible ( en fuppo- 
font que l'appliquée B M , qui devient ^m , aug- 
mente ) que dans la partie concave , Br furpaffe 
BO , & qu'au contraire elle eft moindre dans la 
partie convexe i de forte que fous le point d'in- 
flexion ou de rebrouflement F , la valeur de O* 
doit devenir de poûtive négative. 

Cela pofé , fi l'on décrit du centre B ( Vig. 5 6. 
VU 4. ) les petits arcs de cercle M R , T H , on 
formera les triangles femblables w R M , M B T , 
TH O , & les petits féfteurs femblables B M R , 
BTH. Nommant donc ^ M , >/ î M R , <fl?x ; Ton 
aura »7R(^6/).RiVl(rfx);;BM(^)-BT=: 

^^::MR(^x).TH = '^::TH(|i).HO 

= ~. Or fi l'on prend la différence de BT (^) 
en fuppofant dx confiante , il vient B / — B T ou 
Hï= JLLJZlJLJ. s ^ partant OH-f-Hr oii, 

tipliant par ày^ y Sç divifant par dx , que la valeur 
de dx^-{-dy —yddji fera nulle ou infinie fous le 
point d'inflexion ou de rebrouflement F. Or la 
nature de la ligne A F K ( Fig. 54. 55. PL 4.. ). 
étant dominée , l'on aura dçs valeurs de dy en dx ^ 

F4 
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§c de ddy en /fx^ , lefquelles étant fubftituées dans 
ïjix* •+• dy — }^dd}^ , formeront une quantité , qui 
étant égalée d'abord à îsero, & enfuite à Tinfinî, 
fcrvir^ à trouver pour B F une vakur telle que 

. 4^^"vant du centre B , & de ce rayon un cercle, 
il coupera la courbe A F K au point d'inflexion ou 
^e rebrouflement K. Ce qui étoit propofé 

J(*our trouver encore la même chofe d'une autre 
manière , il faut confiderer que dans la partie con* 
cave , l'angle BwE ( Fig. 50. 5 !• P/. 5.) f^irpaHe 
Tangle Bmn , & qu'au contraire dans la g^nvexe 
il eft moindre; & partant que Tangle BmE - Hmn 
çu Rmn , ( Fig. 50. PI. 3. ) c'eft- à-dire , Tare En 
qui en eft la mefure , devient de pofitif négatif 
fçius le point cherché F. Or prenant dx pour conf- 
tante , les triangles reftangles femblables H m S ^ 
iink , donneront H w {du) . m S {dx):: Hw 

( — fWy ) • «^ = ^^-Z . où l'on doit obferver 

[lie la valeur de Un eft négative , parce que Bm 
>) croiflant ,R/n (^O diminue. Mais à caufe 
tes fedeurs femblables BttjS , wEk , l'on aura Bm 

{jf).n2S idx): : wE (du). Ei^ = -— , & par^ 
t^nt n+k» ou En = ^"'^"' -yd-dJy ^ j^.^^ .j 

- ydu 

f^it en multipliant par ydu , & divifant par dx , 
que du* — j/ddj^ ou dx* -¥• djf* . — }>ddjy doit devenir 
^ç pofitiye , négative fous le point cherché F. 

(fié 54' 55' PI' 4-) 
^ VÇA (^ppofe que ji^ devienne infinie, Içs ter- 
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mes dx^ & dy^ feront nuls par rapport au terme 
yddy ; & par tonféquent la formule dx^ + dy -^ 
jddy i={7 , ou à Tinfini , fe changera en cette autre 
—yddy = ^ , ou à l'infini , c'eft-à-dire , en divifant 
par — y , ddy=zo^ ou à Tinfini, quieft la formule 
du premier cas. Ce qui doit auffi arriver , puifque 
les appliquées B M , B F , B M deviennent alors 
parallèles. ( Confultt\ la Note quarante-unitme. ) 

Corollaire. 

67* Lj o R s Q u E ddy =: ^ , il eft clair que la dif- 
férence de A L ( Fig. 52. P/. 3. ) doit être nulle 
par rapport à celle de A E ; & partant que les 
deux tangentes infiniment proches F L , /L doi- 
vent tomber Tune fur Tautre, en ne faifant qu'une 
feule ligne droitç /F L. Mais lorfque ddy = à 
l'infini , la différence de A L ( Fig. 53. P/. 4. ) 
doit être infiniment grande par rapport à celle de 
A E , ou ( ce qui eft la même chofe ) ja différence 
de A E eft infiniment petite par* rapport à celle 
de A L ; & par conféqueht Ton* peut mener par 
le même point F deux tangentes F L , F/ , qui faf- 
fent entr^elles un angle infiniment petit , L F /. 

De même lorfque dx^ -+- dy"" — yddy = e? , tl eft 
vifîble que O / ( Fig. 56. 57. P/. 4. ) doit devenir 
nulle par rapport à M R; & qu'ainfi les deux tan- 
gentes infiniment proches MT, wr, doivent tom- 
ber Tune fur Tautre , lorfque le point M devient 
un point d'inflexion ou de rebrouflTement : mais 
au contraire lorfque dx* ^dy^-^ yddy = à l'infini , 
0^ doit être infinie par rapport à M R , ou ( ce qui 
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cil la même chofe ) M R infiniment petite par 
rapport à O ^ } & par conféqucnt le point m doit 
tomber fur le point M , c*eft-à-dire , qu'on peut 
inener par le même point M deux tangentes qui 
falTent entr'elles un angle infiniment petit » lors- 
que ce point devient un point d'infiéxion ou de 
rebrouflement/ 

Il eft évident que la tangente au point dlpAé- 
xion ou de rebrouifement F , étant prolongée y 
touche & coupe la courbe A F K dans ce i^ême 
point. ( Confulu\ la Notç quarante-^deuxieme. ) 

Exemple I. 

^8.S Qi T une ligne courbe AFK (F/g. 5 8. P/. 4.) 
qui ait pour diamètre la ligne droite A 6 , & qui 
foit telle que la relation de la coupée A E ( x ) à 
l'appliquée EF (/ ) , foit exprimée par Téquation 
axxz=ixxy'\' aay. Il s'agit de trouver pour AE 
une valeur , telle que l'appliquée EF rencontre la 
courbe AFK au point d'inflexion F. 

L'équation à la courbe eft ^ = —^ — ; & par- 

tant dy = ^^ ^ ^ ^ , & prenant la difïérencç 

de cette quantité , en fuppofant dx confiante , 
& régalant enfuite à «ero , on trouve 

aa^dx'^ y. XX -^ aa — ^a^xxdx'^ x xx-^-aa 1 

^ = e^ ; ce 

XX ^^aa 



qui mul tiplié par xx-^aa ^ & divifé par 
^a^dx^ Xxx-^aa^ donne xx h- ^a - 4xx = o , d'où 
Ton tire A E (x ) = a ]/ ]. 
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Si Ton met à la placç de xx fa valeur j aa dan$ 

Péquatk)n à la courbe v = - ' ^^f ' ■ . on trouve EF 

(>')=j a i de forte qu'on peut déterminer le 
point d'inflexion F , fans fuppofer que la courbe 
A F K foit décrite. 

Si l'on mené A C parallèle aux appliquées E F , 
& égale à la droite donnée a, & qu'on tire CG 
parallèle à A B , elle fera afymptote de la courbe 
A F K. Car fi Ton fuppofe x infihie , on pourra 
prendre xxpour xx+aa^ ^ partant Téquation à 

la courbe ^ = — ^ — — ($ * changera en celle-ci 

Jf^=a. (^ Confulte^ la Note quarante-troifteme. ) 

ExbmfleII. 

S« — i^i — \ 
OIT y r— ^ r= X — a . Donc dy 3= 






r-^ 9 en prenant dx^ pour confiante. Or fi Ton 

fuppoJfe cette fraftion égale à zéro , on trouve 
T— 6rfx* = d? ; ce qui ne faifant rien connoître , il 
la faut fuppofer infiniment grande j & par con- 

féquent fon dénominateur 2^ y m — a infini- 
ment petit ou zéro. D'où 1 inconnue A E (x) =: a.^ 
^Confalte^ la Nçte quarmte-quatrienge. } 
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Exemple II L 

70.S OIT. une demi roulette allongée A F 
{Fig. 59. P/- 4. ) dont la bafe BK furpaffe 
demi-circonférence A D B du cercle générât^ 
qui a pour centre le point C. 11 s'agit de 
terminer fur le diamètre A B , le point E , ei 
forte que l'appliquée E F aille rencontrer 
roulette au point d'inflexion F. 

Ayant nommé les connues A D B , a ; B 
i ; A B , 2^ ^ & les inconnues A E > x i E 
^ î Tare AD, « j E F* , ^ >• Ton aura par la pn 

priété de la roulette ;/ = ;[+- 

z=idi^ — ^. Or par la propriété du cercle Toi 

cdx — xdx 



; & partant 



aura :^ 



cdx 



9CX 



XX 



.Donc mettant pour d^ 

acdx — axdx -+■ hcix 



du leurs valeurs, on trouve ^/j/=:: 

dont la différence ( en prenant ix pour confiante) 

j ^ hcx — ace — bec x dx'^ i, \ i, 

donne ■ ■ Il j. iiiM. ■■ =01 d ou 1 en tire 



2 ex 



— jca: X }/icx — 



XX 



D 



ac 



AE(x) = r-. ^. ^ 

Il eft clair qu*afin qu'il y ait un point d'infle- 
xion F , il faut que h furpafle a j car s'il étoit 
moindre , C E furpalTeroit C B. ( Confultex^ k 
Note quarante -cinquième. ) 
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Exemple IV. 

•O N demande le point d'inflexion F ( Fig. 60. 

4. ) de la Conchoïde A F K de Nicomede , 

uelle a pour pôle le point P , & pour afymp-^ 

la droite B C. Sa propriété eft telle , qu'ayant 

é du pôle P à un de fes points quelconques F 

droite P F , qui rencontre rafymptote B C en 

j la partie D F eft toujours égale à une même 

:oite donnée a. 

Ayant mené P A perpendiculaire , & F E pa- 

lîele à B C 5 on nommera les connues A B ou 

D , /i } B P , J j & les inconnues B E , x j E F , 

J' i & tirant D L parallèle à B A , les triangles 

femblable s D L F , PEF donneront DL Cx)- 

LFr yaa — xx)ii FE (J + x).EF {y) 



i -4- xyaa — - 



XX 



. dont la différence eft dy 



xU: 



bdx 



XX}/, 



. Si donc on prend la différence de 
cette quantité , & qu'on Tégale à zéro , on for- 



7a^i — aax^ 



mera l'égalité « . — - :, 

aax^ ~ x^ X y aa — xx 

tiui fe réduit à x' + 3t;cx — laah = o , dont l'une 
es racines fournit pour B E la valeur cherchée. 
TÀaz=:h ^ l'équation précédente fe changera 
cette autre x' + ^axx — 2a' = , laquelle 
nt divifée par x -+- a , donne xx h- lax — 2aa = j 
partant BE(x) =:^aH- y''^. 
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Autrement. 

En prenant pour appliquées les lignes P F qui 
()artent du pôle P , & en fe fervant de la formule 
( Art. 66. ) yddy =: dx^ -H ^j/* , dans laquelle dx 
a été fuppôfée confiante. Ayaht imaginé une au- 
tre appliquée P/qui flfle avec PF l'angle F P/ 
infiniment petit , & décrit du centre P les petits 
arcs F G 9 D H , on homniera les connues A B , 
/i î B P , ^ î & les inconnues PF,>;PD,^^6d 
Ton aura par là propriété de la Conchoïde j^ = ^ 
4- ^ , ce qui donne ^ = di^. Or à câufe dU triangle 
reétangle DBP , DB = \/ii — bb ; & à câufe des 
triangles femblables DBP fi e ^D , PDH & PFG , 
Ton aura DB (|/î7:=7Â) . BP (i) : : ^ {di^ . 

HD= 7.:^=.ËtPD(0.PF(x + ^)::HD 

r^^JiL^^.FG(dx) = tl^^ D'où l'on 

tire di ou dy = ^ ^l~, , dont la différen-^ 
ce cfl (en fuppofant dx confiante ) ddy =z 

bi -+- ab Vil — ^^ bi -+- ab 

en mettant pour dz fa valeur. Donc fi Ton fubfti- 
tue dans la formule générale ( Arté 66.^ yddy =: 
dx*^dy^ à la place de y fa valeur ^ 4- ^ . & de 
dy & ddy les valeurs que l'on vient de trou- 
ver en dx & ^x* i on formera cette équation 
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qui fe réduit à at' — ^lh\ ^ahh=zoj dont Tuiie 
des racines augmentée de a fiournit la valeur de 
l'inconnue PF. 

Si =r ^ , l*on aura 2^^ — ^aa\ — a^ =zo^ qui 

étant divifée par par ^ 4- ^ , donne \^ — a^— ^ 

= , dont la réfolution fournit PF(^-+«)=f/« 

+i a )/3 = 2l±-fî^. ( Confulte^ la Note 46. ) 

Exemple V. 

74.0 o I T une autre efpece de Conchoïde AFK , 
{^Fig. 60. P/. 4. ) telle qu'ayant mené d'un de fes 
points quelconques F au pôle P la droite P F qui 
coupe rafymptote B C en D , le redangle P D x 
D F foit toujours égal au même reétangle P B x 
B A. On demande le point d'inflexion F. 

Si l'on nomme les inconnues BE,x;EF,^; 
& les connues AB,a;BP,fc;on aura P D X 
D F = /îè i & les parallèles B D , E F donne- 
ront PDxDF ( ah ).PBxBE (Jx) : :F]f* 

(ii-4- ibx-^xx +yy ) . PE^ ( W -h iJx -+- xx ) . 
Donc Ihx + 2ixx+x' ^yyxdizahh'^ 2abx -4-^xx , 

abb -f- 2abx-\-axx — bbx — 2bxx — x^ p, 
OU jy = ' : y oC 



\/ax — X* H- i ^^ — * , dont 



1 j.ffif 5 , — éxJx-h- 2xxdx*habJx 

la dilterence donne dy = -^— 



2XV^ 



> 



XX 
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& prenant encore la différence » on forme Tégàlité 

Qaaâ — aax — Aaix x dx^ . /• 1 1 • \ 

? '^ ■ = ô, qui le réduit à x = 

■ vileUr de l'inconnue B £• 

Si l'on fait —'^-*-^-'i*-^-¥' valeur de //> 
égal àzero. Ton aura xx — ^ax + {ah=0, dt>nt 

les deux racines & — ■• 

4 4 

fourniflent y lorfque à furpafTe 8^ > deux valeurs 
B H & B L , telles que 1 appliquée H M ( Ftg. 
6i. PL 4*) eft moindre que fes voifines , & 
l'appliquée L N plus grande , c'eft-à-dire , que 
les tangentes en M & N feront parallèles à l'axe 
A B ; & alors le point £ tombera entre les points 
H&L. 

Mais lorfque ^ = 8i , les lignes BH , BE , B L 
( F/g. 62. PA 4. ) feront égales chacune à ^« i & 
alors la tangente au point d'inflexion F fera pa- 
rallèle à Taxe A B. Et enfin lorfque a efl moindre 
que Sb , les deux racines feront imaginaires i & 
par conféqueçit il n'y aura aucune tangente qui 
puifTe être parallèle à Taxe. 

On pourroit encore réfoudre cette queftion en 
prenant pour appliquées les lignes PF , P/, 
( Fig. 60. PL 4. ) qui partent du pôle P , & eft 
fe fervant de la formule jfddy = dx* -^ dy y 
comme Ton a fait dans l'exemple précédent* 
( Confulte^ la Note 47. ) 

Ex B MF J.S 
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EXEMPLB VI. 

y^S o I T ùri cercle A E D ( F/g. gj. Pi. 4. ) cjùl 
ait pour centre le poiht B , avec une ligne courbe 
A F K , telle qù*ayaht mené à difcrétion le rayôii 
BF E i le quarré de F E foit égal au reftartgle dé 
l*arc A E par une droite donnée h. Il faut détet-^ 
miner dans cette courbe le point d'ihfléxioh F; 

Ayant nommé Parc A E , ^ ; le rayon B A oii 
BE , a ; & l'appliquée B t* , ^ ; on aura J< = aà 
— 2ay -^ yy y & ( en prenant les diffërêhccs y 



%y y 2a y _^ ^^ __ g^, q^ à caùfe des feflfceurs 
femblables B E e , BFG 5 on fera BE {à) ; BF 

(» : : E. ( "-y'y-^^^y ) . fg (^)^ ^>^^^;^-9-^j^ , 

dont la différence , eh fuppofant dx confiante ^ 
donne ^dy — 2ady^ -t- 2yyddy — layddy = } 

& i^zïizni y ddy = tJLZZ^JL,^ Si donc on fubl^ 

titue à la place de dx^ écyddy leurs valeurs eh dy* 
dahs la formule géniérale ( Art. 66. ) yddy =±: rf** 

+rfy* , on formera réquation -^ ~" .y J" £::• 

iza^A • . * . 

duit à 4^^ — 1 2j;/*-+- 1 2aay^ — jj^^yy^ ^âalhy 
•— la^hh = (? 9 dont la réfolution fournira pôMUt 
BF la valeur cherchée. 

Il eft évident que là courbe A F K , que Vàti 
peut appelier une Spirale parabolique , doit avoir 

G 
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un point d'inflexion F. Car Ja circonférence AEDr 
ne différant pas d'abord feniiblement de la tan-* 
gente en A y il fuit de la nature de la parabole 
qu^elle doit d'abord être concave vers cette tan- 
gente , & qu'enfuite 1^ courbure de la circonfé- 
rence autour de fon centre devenant feniîble , elle 
doit devenir concave vers le centre. ( ConfulteTi la 
Note quarante^huitieme . ) 

Exemple Vil. 

74.0 OIT une ligne courbe AFK ("F/g. 64. VI. 4)^ 
qui ait pour axe la droite A B , dont la propriété 
foit telle qu'ayant mené une tangente quelcon- 
que FB qui rencontre A B au point B y la partie 
interceptée A B foit toujours à la tangente B F en 
raifon donnée de ;;7 à 71. Il eft queflion de déter- 
miner le point de rebrouffement F. 
* Ayant nommé les inconnues & variables A E , 

x;EF,>^ironauraEB= — ^^ ( parce que x 

croiflant , y diminue ) , F B = ïl^LStÈL^ Qf 
par la propriété de la courbe jAE + EBouAB 



Donc »7l/^x^^rfy^ = ^^ — ndx , & fa difFé- 

y 

, miyddy — nyd^dy +nxyidy — nxdy''^ 

Vdx^'^dy^ yy ^ 

en fuppofant dx confiante 8ç négative ; d*où l'on 
pre dd^ ~ -nyé.dy-nxdfV4.'-^dy'^ Maintenant 

- •^ myydy — nxyydx' ^dy^ 
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fi 1 on fait cette fraftioii égale à zéro , on tfôttter» 
—^^x^xdy = o ; ce qui ne fait rien connoître, 
C elt pourquoi il faut fuppofer cette fraftion égaltf 
à Tinfini, ç'eft-à-dire, fon dénominateur égaU 2er<y; 
ce qui donne }/Ix^'-t. dy^ = "'y'^y r: "^^7 — n^Jir 
à caufe de l'équation k la courbe , d'où Pon n're 

1 nnxxdy — mmyydy ^ 

'^''— m^y ^^ ' Or quarranc chaque 

membre de l'équation tnydy = »x|/di'* -♦- iy* 
on trouve encore </x = ^Tf^nm^y — «n»< ..^ 

^ n^T^^ -^' <^'o^ l*o« «« eûfinjr|/;;„_^ 
= «X ; ce qui donne cette conftruâion. 

Soit décrit du diamètre A D = »» , un demi- 
cercle A I D ; & ayant pris la corde D I = », foie 
tirée l'indéfinie A I. Je dis qu'elle rencontrera U 
courbe A F K au point de rebrouffement F. 

Car ayant mené I H perpendiculaire à AB , les 
triangles reftàngles femblables D 1 A, IHA , 
F E A donneront D 1 (a ) . I A ( Ymm — nn ) 
:: IH.HA ::FE (7).EA (x). & partant 
yVmm — rm = nx qui étoit le lieu à conftruire. 

Il eft clair que B F èft parallèle à Dï , puifque 

AB.BF::AD(»,).Dl(>i).d'o{lilfukque 
"angle A F B eft droit ; & partant que les lignes 
A B , B F , B E f<Mit en propourtion continue. 

On peut trouver cette même propriété fans au- 
cun calcul , fi l'on imagine ( Aru (tj. ) aii même 
point de rebrouffement; F deux tai^entes F B , Fft 
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qui faflent entr'elles un angle BVb infiniment pe- 
tit. Car décrivant du centre F le petit arc B L , 
on aura m .ni: Ab .bF :: AB . BF : : At — • AB 
ou Bfc.iF — BFou iL::BF,BE . à caufe 
des triangles reâangles femblabies làbLj FfiE. 
Donc ; &c. 

Si m = nyi\cti évident que la droite A F de- 
viendra perpendiculaire fur Taxe A B i & qu'ainfi 
la tangente F B fera parallèle à cet axe > ce que 
Ton fçait d'ailleurs devoir arriver , puifqu*en ce 
cas la courbe A F doit être .un demi-cercle qui 
ait fon diamètre perpendiculaire fur l'axe A B. 
Mais fi m étoit moindre que 92 , il eft évident 
qu'il n'y auroit aucun point de rebroulTement ^ 
parce qu'alors Téquation yy^mm, — nn = nx renr 
fermeroit une contradidion. ( Confulte^ la Note 
quarantc^neuvitmc. ) 
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SECTION V. 

Ufage du calcul des différences pour trouver . 

les Dévelopées. 

DÉFl'iîITION. 

SI Ton conçoit qu'une ligne courbe quelcon- 
que DBF ( Fig. 65.. VI. 4- ) concave vers 
le même côté , foit enveloppée ou entourée d'uA 
fil ABDF, dont l'une des extrémités foit fixé 
en F , & l'autre foit tendue le long de la tangente 
B A , & que Ton fafle mouvoir l'extrémité A en 
la tenant toujours tendue & en développant conti- 
nuellement la courbe B D F ; il eft clair que Tex- 
trémité A de ce fil décrira dans ce mouvement une 
ligne courbe A H K. 

Cela pofé , la courbe B D F fera nommée la D^- 
velopée de la courbe A H K. 

Les parties droites AB , HD , KF du fil ABDF 
feront nommées les rayons de ladévelopée^ 

COKOLLAIRE L 

75- De ce que la longueur du fil ABDF de- 
i meure toujours la même , il fuit que la portiori 
de courbe B D eft égale à la différence des rayons 
D H , B A qui partent de fes extrémités ; de même 
la portion D F fera égale à la différence des rayons 
F K , D H ; & la courbe entière B D F à la diffé- 
rence des rayons F K , B A. D*où l'on voit que fi 

G3 
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le rayon B A de la courbe étoitnul , c'eft-à-dire^ 
que fi rextrêmité A du fil tomboit fur Vorigîne B 
de la courbe B D F , alors les rayons de la déve- 
lopée D H , F K feroient égaux aux portions BD^ 
BDF delà courbe BD F. 

COKOLLAIEÉ IL 

76.S1 Ton confidére la courbe BDF {Fig. 66. 
PL 4) comme un poligone B C D £ F d'une inôr- 
nîté de côtés ; il eft clair que Textrêmité A du fil 
A B C D E F décrit le petit arc A G qui a pour 
centre le point C , jufqu'à ce que le rayon C G ne 
fafTe plus qu'une ligne droite avec le petit côté 
C D voifîn de C B i & de même qu'elle décrit le 
petit arc G H qui a pour centre le point D , juf- 
au*à ce que le rayon D H ne falTe plus qu'une 
droite avec le petit côté D E ; & ainfi de fuite 
jufqu'à ce que la courbe B C D E F foit entière^ 
ment développée. La courbe AHK peut être donc 
coofidérée comme 1 aflemblage d'une infinité de 
petits arcs de cercle AG,GH,m,IK, 6cc. 
qui ont pour centre les points C , D , E ^ F , ôcc. 
D'où il fuit. 

i^. Que les rayons de la dévelopée la touchent 
continuellement comme D H en D , K F en F ,' 
&c. Et qu'ils font tous perpendiculaires à la 
courbe AHK qu'ils décrivent, comme DHen 
H , FK. en K ^ &c. Car D H , par exemple , eft 
perpendiculaire fur le petit arc GH & fur le petit 
^rc H I • puifqu'elle paife par leurs centres D , E- 
P*où l!o» voit , j ^ que la dévelopée B D F ( Fig. 



DES Infiniment Petits. io) 
65 . P/. 4 ) termine Tefpace où tombent toutes les 
perpendiculaires à la courbe A H K. t<>. Que fi 
Pon prolonge un rayon quelconque H D qui cou- 
pe le rayon A B en R , jufqu'à ce qu'il tencontre 
un autre rayon quelconque K F en S 5 l'on pourra 
toujours mener de tous les points de la partie RS 
deux perpendiculaires fur H courbe A H K ^ ex- 
cepté du point touchant D duquel on n'en peut 
mener qu'une feule , fçavoir D H. Car il eft clair 
que Finterfeftion R de^ rayons A B , D H par- 
court tous les points de la partie R S , pendant 
que le rayon A B décrit par fon extrémité A la 
ligne A H K fur laquelle il eft continuellement 
perpendiculaire : & que les rayons A B , H D ne 
le confondent que lorfque rinterfeûion R tombe 
fur le point touchant D. 

2^. Que fi l'on prolonge les petits arcs H G 
( Fig. 66. PL 4. ) en / , IH en 797 , K I en w , &c. 
vers rorigine A du dévelopement , chaque petit 
arc comme I H touchera en dehors fon voifin HG, 
parce que les rayons CA, DG, EH, F I vont 
toujours en augmentant , à mefure que les petits 
arcs qui compofent la courbe A H K , s*élofgnent 
d^ point A. Par la même raifon fi l'on prolonge 
les petits arcs A G en ^ , GH en p , Hîtnq^ 
vers le côté oppofé au point A; chaque petit 
arc .comme H I touchera en deffous fon voifin 
I K. Or puifque les points H & I , D & K peuvent 
être confidérés comme tombant l'un fur l'autre 
à caufe de l'infinie petiteiTe tant de l'arc H I ^ que 

du.cdté DË> il s'enfuit que fi l'on décric d'un 

G4 
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point quelconque moyen D de la dévelopée BD^ 
comme centre , & de fon rayon D H un cercle 
mHp ,i\ touchera en dehors la partie HA qui 
tombera toute entière au dedans de ce cercle y 6c 
en dedans l'autre partie HK qui tombera tou-^. 
te entière au dehors de ce même cercle : c'eft-à— 
4ire 31 qu'il touchera 8^ coupera la courbe A H K 
^u même point H , de même que la tangente au 
point d'inflexion coupe la courbe dans ce point. 

3^. Le rayon HD du petit arc H G , ne différ 
rant des rayons G G , E H des arcs voifins G A , 
^ 1 9 que d'une quantité infiniment petite G D ou 
PEs il s'enfuit que pour peu qu'on diminue le 
irayon D H , il fera moindre que C G ^ & qu'ainfi 
foA cercle touchera en defTous la partie H A ; Se 
qu'au contraire pour peu qu'on Taugmente, il (utr 
paiT^ra H £ , & qu'ainfi fon cercle touchera en 
dehors la partie H K : de forte que le cercle fnHp 
eft le plus petit de tous ceux qui touchent en de- 
fiqr^ la partie H A , & au contraire le plus grand 
fie tous ceuK qui toucheqt en dedans la partie 
fi K : c'eft- à-dire , qu'entre ce cercle & la courbe 
9^ n'en peut faire palTer aucun autre. 

4^. Gomme la courbure des cercles augmente à 
proportion que leurs rayons diminuent , il s'enfuit 
que la courbure du petit arc H I fera à la cour- 
\)\\r^ du petit arc A G réciproquement comme le 
^ayein B A ou C A de ce dernier eft à fon rayon 
pf^ pu E|i : c'eft-à-dire, que la courbure en H de 
1^ çQurbe AHK fera à fa courbure en A , comme le 
^%J9^ 9 A %^ rayon pK[i & de,ii[\ême que la 



DES Infiniment Petits^ 105 
courbure en K eft à la courbure en H , comme le 
rayon D H eft au rayon F K* D'où Ton voit que la 
courbure de la ligne A H K diminue continuelle- 
ment à mefure que la ligne B D F fe développe ; 
de forte qu'au point A ^ où commence le dévelo- 
pement , elle eft la plus grande qu'il eft pofTible ; 
& au point K > où je fuppofe qu'il celTe > la plus 
petite 

50. Que les points de la dévelopée ne font 
autre chofe que le concours des perpendiculaires 
menées par les extrémités des petits arcs qui com- 
pofent la courbe A H K. Par exemple , le point 
P où £ eft le concours des perpendiculaires H D , 
I£ du petit arc H I / de forte que (i la courbe 
A I) K eft donnée avec la pofition d'une de fes 
perpendiculaires H D 9 pour trouver le point D 
ou E ,où elle touche la dévelopée , il ne fauf que 
chercher le point de concours des perpendiculaires 
infiniment proches H D , I E : c*eft ce qu'on va 
çnfeigner dans le Problême qui fuit. 

PROPOSITION L 

Problème Général. 

77-Lj Â nature de la ligne courhe A M D ( F/g. 
67. P/. 4, ) étant donnée avec une de fes perpendicu* 
laires quelconque JAC j déterminer la longueur du 
raym MC de fa dévelopée , c'efl^à-dire , le concours 
des perpendiculaires infiniment proches M C , m G. 
Suppofons en premier lieu que la ligne courbe 
AMD ait pour axe la ligne droite A B fur la- 
Quelle les appliquées P M foient perpendiculaires* 
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On imaginera une autre appliquée tnp y qui ktm, 
infiniment proche de M P , puifque le point i» 
eft fuppofé infiniment près de M. On mènera par 
le point de concours C une parallèle C £ à Taxe 
A B ^ laquelle rencontre les appliquées M P , tnp 
aux points E 9 e. Enfin menant M R parallèle 
à AB , on formera les triangles reftangles fetu- 
blables M R w , M E C ; car les angles EMR , 
CTAfn étant droits , & l'angle C M R leur étant 
commun , l'angle EMC fera égal à Tangle KJAm^ 
Si donc l'on nomme les données A P , x ; PM > 
y i l'inconnue ME, ^ ; l'on aura E e ou Pp otf 

êct&KÇd x) .sMm (^\/dx^ ^ dy^ ) : ; M E (k) - 
M C = ^^*^^^\ Or le point C étant le centre 

du petit arc Mot , fon rayon C M qui devient Cm 
lorfque EM augmente de fa différence Rot , 
demeure le même. Sa différence fera donc nulle : 
ce qui donne ( en fuppofant dx confiante ) 

. dx^dx^-'+^dy^ . > 

/ V drdx^-^drdy^ dx^ -^ dy^ ^ ^ 

(z)=z -i ^ / '^ ■ - = -i-. en mettant 

^^ ^ — dyddy — ddy 

pour d^ fa valeur djf. 

Suppofons en fécond lieu que les appliquées 
B M , B OT r Fig. 68. P/. 4. ) partent toutes d'un 
même point B. Ayant mené du point cherché C 
fur les appliquées , que je fuppofe infiniment pro- 
ches , les perpendiculaires C E , Ce , & décrit du 
centre B le petit arc M R 5 on formera les triaur 
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jgles feâangles femblables RM m & EMC , 
BMR, BEG & Ce G. C'eft pourquoi non>. 
mant BM^j/^ME, <;MB.» dx\ on aura 

lLm-=zdy ^ Mm=z l/dx^-^dy^, , CE ou Ce 
= ^,&MC = ^î5ï^£. On trouvera 

dx ^ dx 

enfuite , comme dans le pf^mier cas ,' < =r 
i^l^.QrBMC.).&(g)::MR 

y 

r=zd\^=: yJLZlUL . Donc en mettant cette va- 

y 

leur à la place de d\ , Ton aura ME ( ?: } = 

yàx'^ '^ydy 



dx^ H- dy^ — yàdy 

Si Ton fuppofe que y foit infinie , les termes 
^x* & 4p* feront nuls par rapport à yâày ; & par 
conféquent cette dernière formule fe changera en 
celle du cas précédent. Ce qui doit auifi arriver ; 
puifque les appliquées deviennent alors parallèles 
entr'elles , & que l'arc M R devient une droite 
perpendiculaire fur les appliquées. 

Maintenant la nature de la courbe AMD 
étant donnée , on trouvera des valeurs de dy^ & 
ddy en dx^ , ou de ^x* & ddy en dy" , lefquelles 
étant fubfti tuées dans les formules précédentes^ 
donneront pour ME une valeur délivrée des dif- 
fërences ^ & entièrement connue. Et menant £C 
perpendiculaire Xur ME, elle ira couper MG 
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perpendiculaire à la courbe > au point chepclté 

C Ce qui étoit propofé. 

COROILAIRE L 

78. A. caufe des triangles rectangles femblables 
MRw & MEC, {Fig. 67. 68. P/. 4.) l'on 

aura dans le premier cas MC = ^ '^^dJdd '^ "^^' ^ ^ 
& dans le fécond cas MC = " ^ T . '^j^j x ^ "t J^ -* 

dx^ -+- dxdy^ — ydxddy 
REMA.RQUE. 

79> II^ y a encore plufîeurs autres manières de 
trouver les rayons de la développée. J'en mettrai 
ici une partie , afin de donner différentes ouver- 
tures à ceux qui ne pofîedent pas encore ce calcul. 

Vrcmier cas pour les cvurhes dont les appliquées 
font perpendiculaires a Vaxe. 

Première manière. Soit prolongée M R en G 
où elle rencontre la perpendiculaire » C, ( Fig. 
6j. PL 4. ) Les angles droits M R »? , M w G 

donneront R G = -^ ; & par conféquent M G 

== — g — ^. Or à caufe des triangles femblables 

M R 777 , M P Q ( les points Q , q marquent les 
interférions des perpendiculaires infiniment pro- 
ches M C, w C avec Taxe A B ; il vient M Q j 

=^2S^.PQ=^|i& partant A 
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-»-^^i dont la diCérehce donne ( en prenant dit 

pour contante )Q. g' =^x + -^ "^^ ^ ; & à 
caufe des triangles femblables CM G, CQ.^j 
! Von aura MG _ Q.^ C^^) • WG (^~^') 



^ dx ^ — axddy 

Seconde manière. Ayant décf it du çefitre C le 
petit arc Q O , les petits triangles reÛangles 
0,0 ^, M R iw feront femblables , puifque ^m^ 
0.0 & M R, Q^ font parallèles; & partant M m 

{^/l;i^^^^^ ) '. MR {dx) : : Q^ Ç^JÙiJ^^Éïy 
Q0= ^'-^^y'-^y^^y, Or les feaeurs fem- 

blables CM m, CQO donnent M»7 — QO 
_^^^ ^^^ _^^ :: MQ 



f y'^dx^ "H fl[y;^ ^ jyi Ç-^ <^x^ -{-' dy'^\/ dx'^ "^^y'' 
dx ^ — dxddy 

Troifieme manière- Menant les tangentes infi- 
himent proches M T , ;» r , on aura P T — ^ A P 

ou A T z=.^^ — X 9 dont la différence donne Tt 

dy 

— — ^-yr^ ; & décrivant du centre m le petit 

arc T F , on formera le triangle reâ:angle F Tr 
femblable à R /» M , car les angles FtT ^RMm 
ou PTM font égaux ^ ne différant entr'eux que 
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de l'angle Tmt qui eft in finiment petit; ce qui. 
donne Mw ( ydx" ■+■ dy* ). mK (djf):-. Tt 

2:^ ) . TF = ;f=I^. Or les fefteurs 

T wF , MC w font femblables , car Tangle Tmt 
-f- MtwC vaut un droit , & l'angle MwC-h MO» 
vaut aufll un droit à caufe du triangle C M 19» 
confideré comme redangle en M. Donc TF 

._^'ydxddy ^^ .-— — ^^^^^^ 

Quatrième manière. On marquera ( Art. 64. ) 
les différences fécondes en prenant dx pour conf- 
iante ; fie les triangles redtangles femblables ^Am% 
Hw^ ( Ffg. 69. P/. 4. ) donneront H ;» ou M ;» 
( |/rfx* -+- dy"- ) . wS ou MR (^x) : : Hw (^—ddy) . 

nkz=' — , ^ ^ . Or Tangle kjmn eft égal à cc- 

lui que font entr'elles les tangentes aux points M , 
tn ;6c partant comme l'on vient de prouver , égal 
à Tangle MC;;; i d'où il fuit que les fe£teurs niTik » 

MC;»font femblableSjSc qu'ainfi nk (~ ,.JLJ!—U 

ink pu ( Art. 2*) M w ( \/dx^ + dy'^) :i Mm 

iysr^^).tic=^S*E:^^. o„ 

prend mH ou Mm pour mk » parce qu'elles ne dif- 
férent entr'elles que de la petite droite Hk infini- 
ment moindre qu*elles ; de même que Un cû in- 
finiment moindre que R:^ ou Sn. 
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Second cas pour les courbes dont les appliquées 
partent d*un même point fixe. * 

Première manière. Ayant mené du point fixe B 
{Fig. 68. PL 4. ) les perpendiculaires BF, B/ 
fur les rayons infiniment proches C M , Cm ; les 
triangles redangles mîAK ^ B M F , qui font 
feinblables ( puifqu'ajoutant aux angles mMK^ 
3 M F le même angle F M R , ils compofent cha- 
€ua un angle, droit ) 9 donneront M F ou M H =; 

7=|i==, & BF= , ^^^ .dontïadiffô^ 
tence ( en prenant dx pour confiante ) eft Bf^ BF 

dx^-i- dy* X v/<fx* -4- <fy' 

des fefteurs femblables CM/», CH/, on fornw 
cette proportion M w ^- H/. M »? ; ; M H . M C , 

& partant MC —^i^±S}!^ES , 

* ûfjif^ -f- dxdy'*' — ydxddy * 

Seconde manière. On marquera ( Art. 64. ) 
les différences fécondes en fuppofant dx confiante; 
& les fefteurs femblables BmS^m^ki, ^is- 70» 
PL 4. ) donneront Bm ( ^ ) . ;» S (^dx)::mB^ 

( V dx^^dy ) .Ek = ^^^^^^ ^ ^J^\ Or à caufe 

des triangles reâangles femblables H;»S,H»>^, 
l'on aura H;» ou Mm ( }/dx*-+-dy* ) . wS ou MR 

(<^x);;H»(~</^>> ) . »k='- , '^'^^ ' Et 

partant E» = '^^ "*- ^iy^—yàxUy ^ prenant 

yvdx* -^dy* • 
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Soit prifc Q,K double de AP , ou (ce qui re- 
vient au même ) foit prife PK égale à T Q, & 
foit mehée K C parallèle à P M. Elle/encdntrëra 
la |)erpendiculaire M C en un point C qui fera 
^ U développée B C G. 

Autre manière. yyz=zax^9x, Tydy = adx dont, 
la différence (en fuppofant</x confiante) donne 

a Af» 4- ivddy = o ; d*où l'on tire — ddy = -f-^^ 

y 

1 f y dx* -\ -ày* ■ 

mettant cette valeur dans la formule _^ i 

on trouve C /4r/. 77. ) M E ^ ^'^■^'y^* i & par- 

tantECouPK=^^:^=l^+f:=PCi 
•4- PTou TQ. Ce qui donne les mêmes conftruâtion^' 

qu'auparavant. Car MP . PT : : </> . </x : : PT (^) . 

Pour trouver à préfent le point B où Taxe AB 

toUcke la développée BCG. On a PQ { ^) = î «^ 

Or comme cette quantité ell confiante , elle de- 
meurera toujours la même en quelque endroit que 
fe trouve le point M. Et ainfi , lorfqu'il tombe fur 
le fomftiet A , Tou aura encore P Q. qui devient 
en Ce cas AB=:{a. 

Pour trouver la nature de la développée BCG 
à la manière de Defcartes. On nommera la coupée 
BK 9 »} Tappliquée K G ou PE, rj d*oi l'on, 



'/ 
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• • -• • ■ . ' ' 

?ùiraÇK(0='^^^ & AP^PK — AB(ï^) 
= 3x } mettant donc pour x fa valeur \ u dans 
Féquation 1 2= i!Lfï ^ l'on en formera une nou- 
velle 2yatt =: \ 6u^ qui exprimera la relation de, 
BK à KC. D'où l'on voit que la développée BCG 
4e la parabole ordinaire eiî une fecon4e parabole 
cubique dont le paramétre eft égal à ^ du pa-^ 
ramétre de la parabole donnée. 

Il eft vifible que la développée CBC ( Fig. 75. 
Pi 4. ) de la parabole commune entière M A ME 
a deux parties C B , B C qui ont leurs convexités 
oppofées Tune à Tautre^ de forte qu'(^les for-? 
iççnt ei} B un pqin^ de rebroufiement. 

ÂVEKTISSJ^MEKT. 

On entend par courbes géométriques A M D ^ 
BCG ( F/ç. 72. PI. 4. ) celles dont la relation des 
cmpées A P , B K aux appliquées PM ». KG , J^ 
peut exprimer par une équation où il ne fe rencontre 
point de différences i tf onpret^dpour géométrique 
tout ce qu^ on peut faire par le moyen de ces lignes. 
Von^fuppofe ici que Içs coupées Ù Us appliquées 
foient des lignes droites» 

COKOLIAIRB» 

8 5 • L 9 R s Q u E la courbe donnée A M, D eft 

géométrique, il eft clair que Von pourra tou-?. 

jours trouver ( comme dans cet çxeniple ) une 

équAtion qui e:^prime la nature de fa dévefoppée 

^CQ 5 ^ 4U;'aiçifi cçtte développée fera aufli geor 

H 3 



5 >'• 
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métr^ue. Mais je dis de plus qu'elle fera reéfci- 
fiable , c'eft-à-dire , qu*on pourra trouver géo- 
métriquement de^ lignes droites égales à une de 
fçs portions quelconque B C ; car il eft évident 
(^Art. 75.) que Ton déterminera avec le fecours 
de la ligne AMD, qui eft géométrique , fur 
la tangente C M de la portion B G , un point M 
tel que la droite C M ne différera de la portion 
B C que d'une droite donnée A B. 

Exemple II. 

86.S01T la courbe donnée MDM ( Fig. 74. 
PL 4. ) une hyperbole entre fes afymptotes » 
qui ait pour équation aa=::xy^ 

On aura — . = x , "Z^ . ^ =:dxj Se fuppofant 

y yy 

rfx confiante, (^r/, iO """"'^^^^-^^'^^'^^ ^^^ 
d'où l'on tire ddy = -^ ; & mettant cette valeur . 

y 

dans *__ , ^ ■ , il vient ( Art. jj. ) M E = 
^Î^J/ - : de forte que EC ou PK = -^ 

-— "^ . Ce qui donne ces conftru^^ions. 

Soit menée par le point T où la tangente M T 
rencontre Tafymptote A B , la ligne T 6 parallèle 
à MC & qui rencontre MP prolongée en Si foit 
prife -M E égale à4a moitié de M S de l'autre côté 
de Tafymptote (^ue Ton regarde ici comme Taxe ) 
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parce que fa valeur eft négative i ou bien foit prife 
P K égale à la moitié de T Q du même côté du 
point T : je dis que fi l'on mené EG parallèle , ou 
K C perpendiculaire à l'axe , elles couperont U 
droite MC au point cherché C. Car il eft clair 

que MS =î±:^". & que T(i=^+^., 

Si Ton fait quelque attention fur la figure de 
rkyperbole M D M 9 on verra que fa développé© 
C L C doit avoir un point de rebrouiTement L t 
de même que la développée de la parabole. Pour 
le déterminer je remarque que le rayon D L dç 
la développée eft plus petit que tout autre rayon 
M C ; d'où il fuit que la dirorence de fon expref^ 

fion(^rr.780 ^^y ^^ --^ Jdy 

fera ( Se^. y ) nulle ou infinie. Ce qui don^. 
ne , en prenant toujours dx pour confiante , 

^ !}dxdyidy^dx^^dy^ ^ -H dxddJydx* -^ iy" « 

' " dx'ddy"" —^ ^" 

00 • d*où en divifant par dx^-^dy^^ » & multi- 
pliant enfuite par dxddy , on tire cette équation 
dx^dddy -♦- dy^dddy — ^dyddy* zrz ù ou 00 , qui 
fervira à trouver pour x une valeur AH , tell* que 
menant l'appliquée H D & le rayon D L de la 
développée , le point L fera le point de rebfouflen 
ment cherché* 



On a dans cet exemple j^rr: —, 4^ 



H 4 



. \%<> A H AI. X s B 

édy/:= ■ - , , dddy= - — - — ■. Ceft poiuv; 

quoi p^ettaçct ces valeurs dans Téquation précé- 
acnte, on trquye AH(x)=:^. D'oâ il fuit que, 
le point p eft le fommet de l'hyperbole , & que. 
Tes lignes AD, t) L ne font qu'une même droite 
Arli qui en eft Taxe. - ' 

• ^ » , . è 

87- Soit rcquation générale j/" = x ( Fig. 7 a. 
74. P/. 4! ) qui e^cprime fa nature de toutes les 
pàraooles à Tinfini , Iprfqûe rexpofant m marque^ 
àri nombre pofitif entier on rompu , iSc dç toutes 
les hyperboles , PorfquHl marque un nombre né- 
gatit' - ' ' 

» On mrzmy'*'~"Jy:^4x dont la différence don- 
|iç , en prenant dx pour confiante , mm~my'~'*dy* 
iH- my'^r'* ddy=zo',Sçea. divifant par my'*~ ' , il 

yici>i;-.-^4y = ""V^ ^ d'qù mettant cette va,- 
^eur dans *. /"t ,/ -, on tirera ( Art, 77. ) M E 



* I!S^: V? ÎVi Û8V1Ç ÇÇs çp^ftni^ioo? gé-, 
néi'ales. - . . 

Soit menée par le point T où la tangente M T 
rcncphtrç |*axe A P, U ligne TS parallèle J^ MC 
^ qui rencontre M P prolongée au point S j fpit 
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. ^ • ... 

prife ME = — ^ M S , ou bien foit prife V% 

== . — ~- T (^ : il eft clair ^ue fi Ton mené par le 

point E une parallèle » ou par le point K une 
perpendiculaire à Taxe , elles rencontreront M C 
au point cherché C. 

Si ;99 eft négatif, comme il arrive dans les 
hyperboles , la valeur de M E ( Fig. 74. PL 4. ) 
fera négative ; & par conféc^^uent elles feront con- 
ycxes vers leur axe qui fera alors une afymptote. 
Maïs dans les paraboles où m eft pofittf, il peut 
Vriver deux cas. Car ou m ( Fig. 75. PL 4.) 
fera moindre que i , & alors elles feront conve- 
xe du côté de leur axe y qui fer<a une tangentç 
au fomroet : ou w ÇFig. 72. PL 4. ) furpaffe i j> 
& alors elles feront concaves vers leur axe qui 
fera perpendiculaire au fommet. 

Pour trouver dans ce dernier cas le point B 
où Taxe A B touche la développée. On a P Q. 




y . i ce qui donne ^rois difFérens cas. 

Car ou ;« = 2 , ce qui n'arrive que dans la para- 
fyAç ordinaire , & alors Texpofant de^ étant nul , 
cette inconnue s'évanouit ; & par conféquent AB 
= 7 , c*eft-à-dire , à la moitié du paramètre. Ou 
w eft moindre que 2 , & alors Texpofant de }^ 
étant pofitif , elle fe trouvera dans le numérateur^ 
ce qui rend ( en l'égalant ( Art. 85.) à zéro) la 
fraftîon nulle : c'eft^à-dire , que le point B tombe 
eu ce cas fur le point Â ^ comme dans la fécondé 
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parabole cubique axx =^y^^ Ou enfin m {Fig* ^6 m 
PI. 4. ) furpafle z , & alors Texpofant de y étant 
négatif, elle fera dans le dénominateur , ce qui 
rend ( lorfqu'elle déviait zéro) la fraftion infinie : 
c'eft-à-dire > que le point B eft infiniment éloigné 
du point. A, ou ( cfe qui eft la même chofe) que 
Taxe AB efl afymptote de la développée , conuiM 
dans la première parabole cubique aax z= J^^ On 
peut remarquer dans ce dernier cas que la dére*' 
loppée CLO ( Fig. jj.PL ^.) de la demi-parabo* 
le A D M a un point de rebrouflement L ; de forte: 
que par le dévelopement de la partie LO conti- 
nuée à Tinfini ^ le point D ne décrit que la portion 
déterminée D A ; au lieu que par le dévelope- 
ment de l'autre partie L C continuée auffi à Tia*^ 
fini ^ il décrit la portion infinie DM. 

On déterminera le point L de même que dans 

I 

rhyperbole. Soit par exemplea^x ^rj'S ouj/rrx* » 
onaura^'={x ^ dx ^ ddy =z — \x ^ dx* , 

8 

dddy =îf X ^ dx^ ; Se ces valeurs étant fubfti-* 
tuées dans Téquation dx^dddy+dydddy ^ ^dyddy 

2= ^, on trouvera ( /4r^ 86. ) AH (x) =zy^Tn:} 
Il en eft ainfi des autres. 

B EMAKQVB. 

SS.Ëk fiippofant que m furpaiTe i , afin que les 
paraboles foient toujours concaves du c6té de leur 
axe j il peut arriver diiférens cas. Car fitle numéra*» 
teur de lafiaâion marquée, par m eft pair ^ .& le 
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dénominateur impair } toutes les paraboles tom- 
bent de part & d'autre de leur axe dans unç po-»' 
iition femblable à celle de la parabole ordinaire. 
{Fig. j^. PL 4-) Mais fi le numérateur & le dé- 
nominateur font chacun impair ; elles ont une po« 
iîtion renverfée de part & d'autre de leur axe , en- 
forte que leur fommet A {Fig. jj* PL 4. eft un 

point d'inâéxion , comme la jMremiere parabole 

i 

cubique x =:^ ' ou aax=y. Enfin fi le numéra- 
teur étant impair 9 le dénominateur eft pair ; elles 
(mt une pofîtion renverfée du même côté de leur 
axe, enforte que leur fommet A {Fig. 76. PL 4.) 

eft un point de rebroufiement , comme la féconde 

i 

parabole cubique x^=y^ onaxx ^=^y^ Tout cela 

fuit de ce qu'une puiiTance paire ne peut pas avoir 

une valeur négative. Cela pofé , il eft évident , 

i^. Que dans le point d'inflexion A , {Fig. jj» 
VI 4- ) le rayon de la développée peut être infini- 
ment grand , comme dans aax = ^^ , ou infiniment 
petit , comme dans aax^ =^y^* 

a®* Que dans le point de rebrouflement A , 
{Fig. j6.PL ^.^ le rayon de la développée peut 
être ou infini comme dans a^xx = J'S ou zéro 
comme dans axxz=y^. 

3^. Qu'il ne s'enfuit pas ( Fig. y^. PL 4) de 
ce que le rayon de la développée eft infini ou 
zéro , que les courbes ayent alors un point d'in- 
flexion ou de rebrouflement. Car dans a^ x zrr y^ 
il eft infini , dans ax^ =rr^* il eft nul ; & cepen- 
dant ces paraboles tombent de part & d'autre de 
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leur axe dans une pofition femblable à celle de 

k parabole ordinaire. 

E^bmpleIV, 

S9. SoiT la courbe AMD (Fig. ^8. J9. VI 4 & 5.) 
une hyperbole ou une elltpfe qui ait pour axe 
A H ( il ; , & pour paramètre A F ( fc ). 

On aura p ar la propriété de ces lignes y = 

~"^ , Si donc l'on met ces valeurs 

dans — "*"-^ A dd'*' ^ expreffion générale de 
( /4rt. 78. ) M C , on trouvera dans ces de ux 

courbes M C=:"'*^+ '"***"*• •*^*r*"*' *'"'^^»'*'^ x 

Vaahb '^ 4ahbx -h- ABbxx H- 4tftf^x y 4^hxx 4M Q ^^\f 



que de part & d'autre MQ Q-^^ — — ^ > 

ne cette conftruâion qui fert auffi pour la parabole. 
Soitprife M C quadruple de la quatrième con- 
tinuellement proportionnelle au paramètre A F & 
à la perpendiculaire M^ terminée par l'axe >* le 
point C fera à la développée. 

i Ton fait x = ^ 9 on aura ( Art. 83. ) A B 
j i. Et fi. l'on fait dans rellipfe x = 7 ^ , oa 
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trouvera D G ( Fig. 79. Pi. 5. ) = ^ , c^eft-à- 

dite i égal à la moitié du paramètre du petit axe. 
D'oà Ton voit que dans rellipfe la développée 
B 6 G fe. termiae en un point G du petit axe 
D O ^ où elle forme un point de rebroufTement) 
au lieu que dans la parabole & l'hyperbole elle 
s'étend à Pinfini. 

Sia =ib dans l*ellipfe , il vient M G == f 4 ; 
d'où il fuit que tous les rayons de la développée font 
^auz entr'eux > & qu'elle ne fera par conféquent 
qu'un point : c'eft- à-dire , que Vellipfe devient eni 
ce cas un cercle qui a pour développée fon centre. 
Ce que Ton fçait d'ailleurs être véritable. 

Exemple V. 

90. Soit la courbe AMD ( Fig. 80. PL 5.) 
une logarithmique ordinaire, dont la nature effi 
telle qu'ayant mené d'un de ces points quelcon-. 
que M la perpendiculaire M P fur l'afymptote 
K F , & la tangente M T î la foutangente P T 
fbit toujours égale à la même droite donnée a. 

On a donc ?Ti^) = a , d'où l'on tire dy 
=■^3 dont la différence donne , en prenant dx 
pour coriftante ^ddj/=: -^ = ^^-^ i & mettant 



a aa 



ces valeurs dans . ^^"^ ■>" on trouve ( Art. ji^ ) 
M E = =-î^^^=i2^ ;& partant EC ou PK = 
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— aa yy ^^ ^ donne cette conftruâion. 

Soit prife PK égale à TQdu même côté de 
T , parce que fa valeur eft négative ; & foit mé« 
née K C parallèle à P M : je dis qu'elle rencon- 
trera la perpendiculaire M C au point cherché 

G Car T Q = fîlti^:. 

a 

Si Fon veut que le point M foit celui de la plus 
grande courbure » on fe fervira de la formule 
djc^dddy^dy^dddy — 3^^^j/*= o ^ que Ton a 
trouvée (^rr. 86.) dans l'exemple fqcond «* & 

mettant pour //y , ddy , dddy , leurs valeurs ^^ » 

^ — 9 "^^-î- , on trouvera P M ( y ) a\/{. 

U eft clair , en prenant dx pour confiante , 
que les appliquées y font entr'elles comme leurs 

différences ^^ ou -^ î d*où il fuit qu'elles font 

auffi une progreffîon géométrique. Car fi Ton 
conçoit que rafymptote ou Taxe P K foit diVifé 
en un nombre infini de petites parties égales Pp 
ou M a. 3 p/ ou wS , ^ ou wH , &c. comprifes 
entre les appliquées, P M , pw , /« , g^ , &c* l'on 
aura P M . f w : : Km .S» : : P M + Rt» ou pm . 
pm -4- Sn ou fn. On prouve de même que pm • 
fn::fn.gOf Se ainfî de fuite. Les appliquées PM , 
p^jfirygoy &c. feront donc entr'elles imc pro- 
greflîon géométrique. 
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ExBMPLB VI. 

51- Soit la courbe AMD ( F/g. 81. PL 5.) 
une logarithmique fpirale , dont la nature eft telle 
qu*ayant mené d'un de fes points quelconque M 
au point fixe A » qui en eft le centre , la droite 
M A & la tangente M T j Tangle A M T foit par 
tout le même. 

L'angle AMT ou AmlA étant confiant, la 
raifon de wR (^) à RM (dx) fera auffi conf- 

t^ntc. 11 faut donc que la différence de j- foit 

nulle ; ce qui donne (en fuppofant dx confiante ) 
ddy = g. C'efi pourquoi effaçant le terme yddj^^ 

^^ Jk^\y^^^y^^ expreiîîon ( Art. 77. ) gé- 
nérale de ME ) lorfque les appliquées partent tou« 
tes d'un mêmfe point , on trouve M E =:^', défi- 
à-dire, ME = AM. Ce qui donne cette conftruc- 
tion. 

Sok menée A G perpendiculaire fur A M , & 
qtn ttiicontre en C la droite M C perpendiculaire 
àia œixrbe ; le point C fera à la dévelopée AC B« 

Les angles AMT, ACM font égaux, puîf- 
qu'étant joints Tun ficraucre au même angle AMC 
ibfant un angle droit. La développée ACG fera 
donc la même logarithmique fpirale que la dofmée 
A M D , & eUe n'en différera que par fa pofition* 

Si Ton fuppofe que le point C de là développée 
ACG étant donné , \\ faille déterminer la Ion-* 
gueur CM de fon rayon en ce point , qui ( Art. 75 . ) 
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éftégalàla portion AC qui fait une infinité dé 
retours avant que de parvenir en A ; il eft clair 
qu'il n'y a qu'à mençr A M perpendiculaire fur 
A C De Ibrte que fi l'on mené A T pèrpendicii- 
lajre fiir A M 5, la tangente M T jfera auifi égalé 
à la portion A M de la logarithihiquè fpirale don* 
née A M D. 

Si Von conçoit Une infinité d'appliqiiéès A M , 
Al» , A» , A^, &c. qui fafient entr'elles des an- 
gles infiniment petits & égaux ; il eft clair que les 
triangles lAAm ^ mAn^nAo^ Sec. feront feni- 
bïable^ f puifque les angles en A (ont égaux , & 
que par la propriété de la logarithmique , les an- 
gles en m ^ fij 0^ &c. le font auffi. Et partant 
A M. Am:i Atn.An. Et Am* An :: An. Ao. & 
âinfi de fuite. D'où l'on voit que les appliquées 
A M , Am y An^ Ap^ Sic. font une progrdfidn 
géométrique i lorfqu'elles font entr'elles des angles 
égaux. 

E X B K p L s. VIL 

5i2.SoiTk courbe AMD ( Fig. 82: PL 5-) 
une des fpirales à Tinfini , formée dans le feâieur 
BAD avec une propriété telle qu'ayant mené 
un rayon quelconque AMP, & ayant nommé 
l'arc entier B F D » bitz partie B P , ^ ; le rayoa 
A B ou A P , /i; & fa partie AM , ^ ; on ait 
cette proportion b. ^ : : a^'.jT. 

L'éqûatibh à la fpirale AMD eft;/-=^ i 
dont la différence donne ii;7>»~ '^>= ^. Gr à 

caufé 
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caiife des fefteurs femblables AMR, AVp ^ 
Ton aura AM (j/). A P (^) : : MR (^fe). ?p 

( rf^ ) =? ^i Mettant donc cette valeur à là plâêd 

de ^< dans Péquation que l'on vient de trouVéf ^ 

on aura my^dy = '^ — - — dont la difFéreî\ce ( en 

prenant dx pôiir confiante )éft mmy^ '<^* 

rpy'^dày = a j d'où en divifantpàr fny'^~^\y_ 
tire — yddy =z= i^^^* j & partant M E ( An. J^y. ) 

donne cette conftriiftion. 

< 

• Soit menée pat le centre A la droite T A Q 
perpendiculaire for A M , & qui rencontre en T 
la tangente M T , & en Q la perpendiculaire 
MQ ; foit fait t A -^ iiT+T A Q . T d: : 1^'A,. 
Me. je dis que menant EC parallèle à T|CJ^ 
elle ira rencontrer M Q. en \in point C qui fera 
à la développée» il , !:^ 

Car à caufe des parâlleîe^ Mtl'G , 't A Q, , 

Ion aura M R ( dx) -f. ;m R G ( ^) * MG 
(^x H- ^*):: TA + ;;riplA,QVtQ ^i^AM 

\ • r 

ExÊMPlE. VIIT. 

9}. SoiT AMD ( Ffgé 8j. W. 5. ) une demi- 
roulette fimple, donrla bafe: BjP eft égale ^ la 
demi-circonférence B £ A du cercle générateur* 
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Ayant nommé A P , x ; PM , >/ ; Tare A E ^ 
n ; & le diamètre A B , 2^ ; Ton au ra par la pro- 
priété du cercle P E = l /^ax—xx i & par celle 
de la roulette^ = « -v- \/2ax — xxj dont kidif. 

r^t % I I adx ' xix 2adx — xdx 

lérence donne dyz=:du-^ • .. = — , 

ondxr ^'' - 3 ert mettant pour du fa valeur 

X * 

^ ^ î en fuppofant dx confiante , ddy = 



— aix"^ 



xri 



& eii mettant ces valeurs dans 



ax^^xx 



, ' — ^' dxddy 
±n 2\/^aa — 2ax , C'eft-à-dite , 2B E OU 2MG. 

. Si fon fait x'=:^t)j Ton aura AN=4^ pour 
rayon de la développée dans^lé fommet A. Mais 
fi Ton fait x = i^ , on trouvera que le rayon de 
la développée au point D devient nul ou zéro } 
d'x3(ii Ton woit xji^ la, développée a fon origine ent 
!>,*& qu'elle fè termine en N , enforte que 

BNc=BA- 

Pour fçavoir la nature de cette développée , il 

'nr'yaqu'à achever -le reftangle BS, décrire le 
demi-cercle DIS qui a pour diamètre DS ^ & 
mener DI parallèle à JVIC ou à BE^ Cela fait, 
il eft clair que l'angle BDI eft égal à Panglff 
KBDî & P^r conféquent que les arcs DI , BE 
font égaux entf'eux i d'où il fuit que leurs cor- 
des DI, BE ou GC font auffi égales. Si donc 
Ton tire 1 C , elle fera égale & parallèle à D G , 



l|ui par U génération de la roulette efl égale à 
î'arc BE ou Di ; & partant la développée DCK 
èft ûiie demi- roulette qui a pour bafe U droite 
N S égale à la demi - circonïFérence D I S de fdô 
cerde générateur : c*efl;-àdire , que c'eft la demi-^ 
i^oulette même A M D B » pôfée dans uiié fituâ^ 
tion renverfée. 

CoRôtiAiRe* 

94. Il eli clair {/îrt. 75.) que 11 pàtiiàn Aé 
roulette D'C eft doublé de fa tangente CGj 
bii de là corde cdrrefpondànte Dl. Et U deihi^^ 
touiette DCN double du diamètre BN ou DS 
de Ton cercle générateur. 

Autre SôitJTiôir. 

$5* On peut encore troiiver là longueur du râ* 
Von MC fans aucun calcul ^ en cette forte;. 
Ayant imaginé une autre perpendiculaire ttî'O 
infiniment proche de la première , une autre pa- 
rallèle we j une autre cdrde B<r, & décrit des 
centres, C, B les petits arcs GH^ Ef , on for- 
mera les triangles reftarigles GHg , EFe qui 
feront égaux & femblablcs ; car G ^ =:. E e , puiti 

[ que B G ou M E eft égale à Tare A È , & de même 
Bgou we eft égal à Parc A e j de plus Hg ti\i 
fng — MO=zFe oùBe — BÈ; GH fera donc 

'égal à EF, Or les perpendiculaires MC, mCi 
étant parallèles aux cordes EB , tB j Tangld 
M Cmkti égal à Sangle E B e. Dohc puifquC leS 
Jures G H ^ £ F , qui mefurent ces angles ^ fôiii 

i X 
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iégaux , il s'enfuit que leurs rayons CG , BE 
feront aufTi égaux ; & partant que M C doit être 
prife double de MG ou de Bii. 

L E M M E. 

96. S'i 1*J^ aun nombre quelconque de quantités 
a , b , c , d , e , éfc. foit que ce nombre foit fini 
ou infini , foit que ces quantités foient des lignes , 
ou des furfaces , ou des folides ; la fomme a — b 
-♦-b — c + c — d-hd< — e, tfc^ de toutes leurs 
différences ejl égale a la plus grande a , moins la 
. plus petite e , ou fimplement a la plus grande ^ lorp 
que la plus petite efi \ero. Ce qui eft vifible* 

■ 

CoROllAïaB I. 

97- Les feûeurs Cllkm ^ CGH, étant fem- 
blables , il eft clair que M m eft double de G H 
ou de fon égale ££** j & comme cela arrive tou* 
jours en quelque endroit que Ton fuppofe le point 
M, il s'enfuit que la fomme de tous les petits 
arcs. M 7^ , c'eft à dire » la portion h m de la de- 
mi-roulette AMD, eft double de la fomme de 
tous les petits arcs E F. Or le petit arc E F fait 
partie de la corde A £ perpendiculaire fur B £ , 
& eft la différence des cordes A E 9 A ^ , parce 
que la petite droite e F perpendiculaire fur A c 
peut être confîderée comme un petit arc décrit 
du centre A ; & partant la fomme de tous Içs 
petits arcs £ F dans l'arc A Z £ fera la fomme des 
différences de toutes les cordes A Ë , A^ , &c. 
dans cet arc , c*eft-à-dire , par Te Lemme qu'elle 
fera (^gale à la corde A £• Il eft donc évident 
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que la portion A M de la demi-roulette A MD eft 
double de la corde correfpondante A £• 

Corollaire IL 

jS.L'espace MG gT^ (Art. 2.) ou le tra- 
pèze MGHm =:iMm-+-4GH xMG = iEF 
X BE , c'eft-à dire , qu'il eft triple du triangle EBF 
ou EBi? j d'où il fuit que Tefpace MGB A , fomme 
de tous ces trapèzes , eft triple de l'efpace circu- 
laire ££ Z A 9 fomme de tous ces triangles. 

Corollaire II Î, 

99--N OMM AN T BP, ;[; Tare AZEouJEM 
ou B G , « j &; le rayon K A , /i j Pon aura le 
parallelélogramme MGBE =«?^. Or refpacede 
la roulette MGBA 1=: 3 BJElZ A := 5EKB ^ lau ; 
& partant Tefpace A M E B renfermé par la por- 
tion de roulette A M , la parallèle M E , la corde 
BE &le diamètre A B ,^eft = 3EKBH-|âf^ 
— a^. D'où il fuit que iî l'on prend B P (^j) ± J ^ , 
Tcfpace A M E B fera triple du triangle corref- 
pondant EK B ; & aura par conféquent fa qua- 
drature indépendante de celle du cercle. Ce que 
M. Hugens a remarqué le premier. Voici encore 
une autre forre d'efpace qui a la même propriété. 
Si Ton retranche de l'efpace A M E B le feg-^ 
ment BEZA , il reftera l'efpace AZEM — 2EKB 
+ au — u:^: d'où Ton, voit que fi 1^, point P 
tombe au centre K , Tefpace A Z E M fera ég2^1 
au quarré du rayon. Il eft .évident qu'entre tous 
les efpaces AMEB & A^^EM^ il n'y a que 

1 3 
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\c% deux que l'on vient de déterminer qui ayent 
leur quadrature abfolue indépendante de cellç 
4u cercle. 

Exemple IX. 

joo. Soit la demi-roulette AMD (Fig. 84. 
p/. 5. ) décrite par la révolution du demi- cercle 
^EB autour d'un autre cercle immobile B GD ; 
& qu'il faille déterminer fur la perpendiculaire 
1) G donnée de pofition , le point où elle touche 
]2^ développée. 

Pour fç fervir des formules générales il faudroiç 
prendre pour les appliquées de la courbe AMD, 
(les lignes droites perpendiculaires fur l'axe G A , 
& chercher enfuice une équation qui exprimât 
]^ relation des coupées aux appliquées , ou de 
leurs différences. Mais comme le calcul en feroiç 
fqrt pénible, il vaut beaucoup mieux dans ces 
fortes de rencontres en tenter la folution en fe 
fçrvant de la génération même. 

Lorfque le demi-cercle AEB eft parvenu dan^ 
1^^ pofition M G B dans laquelle il touche en G 
1^ bafç B D ; & que le point décrivait A tombe? 
furie ppinç M de la demi-roulette AMD : il 
pft clair, ' 

lo. duc Parc G M eft égal à Tare GD , corn- 
fi^e a^ufn l'arc G B du cercle mobile à iarc G B 
4u cercle immobile. 

a®. Que M G eft {Art. 43. ) perpendiculaire 
fur 1^ courbe ; car confidérant la demi-circonfé? 
rence MGB ou AEB, & la bafe BGD com- 
ine TstiTen^ blage 4^une infinité de petites droites 
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%ales chacune à fa corréfpondante , il eft mani- 
fefte que la demi-roulette AMD fera raffem- 
blage d'une infinité de petits arcs qui auront 
pour centre fucceffivement tous les points tôu- 
chans G , & qui feront décrits chacun par le mê- 
me point M ou A. 

3^. Que fi l'on décrit du centre O du cercle 
immobile Tare concentrique M E ; les arcs M G ^ 
£B du cercle mobile feront égaux entr'eux, 
auffi-bien que leurs cordes M G , E B , & les 
angles OG M , OB E. Car les droites O K ,OK, 
qui joignent les centres des deux cercles font éga-, 
les y puifqu*elles paflent par les points touchans 

B, G; c'eft pourquoi menant les rayons OM,. 
OE, & KE, on formera les triangles OKM , 
O K E égaux & femblables. L'angle O K M étant 
donc égal à l'angle OKE; les arcs MG, BE 
des demi- cercles égaux M G B , BEA, qui me- 
furent ces angles , feront égaux , comme auflî 
leurs cordés M G , E B ; d'où il fuit que les an- 
gles OGM , OBE le feront auflî. 

Cela polé , foit entendue une autre perpendi- 
culaire 771 C ( Fig. 85. P/» 5*) infiniment proche 
de la première , un autre arc concentrique ttic , 
. & une autre corde B^ j foient décrits des centres 

C, B, les petits, arcs GH, EF. Les triangles 
reôarigles GHg , EFcr feront égaux & fçmbla- 
b;es; car Gg ou Dg — DG=rEeou à l'arc Be 
— TarcBE, deplusHgouwg — MG =:¥e 
ou ïBe. — BE Le petit arc G H fera donc égal 
au petit arc E F ; d*oii il fuit que l'angle G C H 



cft à l'angle E BF , comme BE eft à CG. Ainfl 
toute la difficulté fe réduit à trouver le rapport 
de ces angles. Ce qui fe fait en cette Torte- 

Ayant mené les rayons OG, Q^^KE, Ke, 
& nommé OG ou OB, i • KEou KBouKA, 
4j il eft clair que l'angleEB<r= OBff — QBE 
=p= Ogm — OG M = (en menant GL , G V pa- 
rallèles à Cw , Og) LGM — OGV = GCH 
-^ G Og. On aura donc l'angle G C H = G O ^ 
-h E B F. Or les arcs Gg , E«r étant égaux , Ton 
Auraauili GOg. EKe ou 2EBF: : KE(4). 

OG(&)i&partant l'angle GO^ = ^EBF, 
«cGCH = î^^EBF.DoncGCH.EBFou 

B E • C p : : ^^-T — . I . & partant l'inconnue 

C G =3= -' r B E ou M G. Ce qui donne cette 

çonftruftion. 

Soit fait O A ( Fig. 86. PL 5. ) (la •+•* h). 
OB(lr) :: MG.GCi le point C fera à la dé- 
veloppée. 

Il çft clair i**. Que cette développée commenr 
ce au point D , & qu'elle y touche la bafe BGD 5 
puifque Tare G M devient en ce point infiniment 
petit, a^. Qii'elle fe termine au point N , en- 
forte quçO A. OB::AB.BN ::0A — AB 
ouOB.OB — BNouON; c'cft-à-dire , que 
OA, OB, ON font continuellement propor, 
flonnelles. i^. Si Ton décrit à préfçnt le cercle 
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NSQ. du centre O > je dis que la dévelc^qpé^ 
D C N eft fonnée par la révolution du cercle mo- 
bile G C S 3 qui a pour diamètre GS ou BN » 
autour de l'immobik NSQ: c^eft-â-4ire « qu'elle 
eft une demi-roulette femblable à la propofée> 
ou de même efpece ( parce que les diamètres AB » 
B N des cercles mobiles ont entr*eux le même 
rapport que les rayons OB, ON des cçrclçs 
immobiles ) 9 & pofée dans une fituation renver- 
fée y enforte que Ton fommet eft en D. Pour le 
prouver , fuppofons que les diamètres des cercles 
mobiles fe trouvent fur la droite O T menée à 
difcrétion du centre O 3 elle paflera par les 
points touchans S , G ; & faifant A B ou T G . 
BNouGS;:MG.GC, le point C fera à la 
développée, & de plus à la circonférence du 
cercle G C S ; car Tangle GMT étant droit , 
l'angle GCS le fera auffi. Or à caufe des angles 
égauxMGT^CGS, Tare TM ou GB eft^ à 
?arc es , comme le diamètre GT au diamètre 
GS:: OG. OS : : GB. NS ; &partantles arcs 
C S ^ S N font égaux. Donc , &c* 

CorollairbI, 

10 1 . Il eft clair (^Art. 75 .) que la portion de rou* 
lette D C eft égale à la droite C M ; & partant 
que DC eft à fa tangente CG : : AB •*- BN . 
BN : : OB + ON . ON î c'eft à-dire , comme 
la fomme des diamètres des deux cercles géné- 
rateurs y OU des cercles mobile & immobile y eft 
9u rayon du cercle immobile. Cette veriré fe d^ 
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«ouvré encore de 1^ manière qui fuit. A catiie 
des triangles fembiables CM/99, CGH, ( P'ig. 
85. PI 5- ) l'on aura M»? . GH ou E F : : M C • 
GC :: OAh-OB (la^ib). OB (b). D'où 
il fuit ( comme dans Tart. 9^' ) ^^^ ^^ ponion de 
roulette AM eft à la corde correfpondante AE ^ 
comme la fomme des diamètres du cercle gêné-- 
rateur 6c de la bafe , eft au rayon de la bafe. 

CoBtOZii,AiaE If. 
102. Le trapèze MGH;» (Fx^. 85. P/. 5.) 

= iGH-+-iM/» X MG. Or CG ( — ^ M G ) , 

CM(*i±:^MG)::GH.M»7 = ^^*GH. 

Donc puifque GH=ER>&MG = EB, Ton 

aura MG Hm = ^^^^^ EF x EB : c'eft^à-dire , 

que le trapèze M G H;^ fera toujours au triangle 
correfpondant EBF : : la-^- ^b . h. 

D'où il fuit que lefpace M G B A renfermé par 

M G , A B perpendiculaires à la roulette , par 

Tare BG & par là portion de roulette MA, eft 

au fegnrent de cercle correfpondant B £ Z A : ; 

• 2a •+- 3^% b. 

Corollaire III. . 

105.1 L eft vifîble que la quadrature indéfinie de 
la roulette dépend de la quadrature du cercle ; 
mais fi l'on prend OQ (Fig* 87. PL 5. ) mo- 
yenne proportionnelle entre O K , O A , & qu'on 
décrive de ce rayon Tare Q EM i je dis que Tef- 
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pace A BE M renfermé par le diamèwe AB, la 
corde B E , Tare E M , & par là portion de rou- 
lette A M , eft au triangle E K B : : 2^1 -+- 36 • J. 
Car nommant l'arc A E ou G B^ « i le rayon OQ, 
K i Ton aura OB(fc).OQr?)::GB(tt)*RQ 

ou M E = —, Et partant l'elpace R G B Q. ou 

MGBE, c*eft-à-dirç , iGB-t-;KQ X BQ,= 

^^" ~ " ♦ Or ÇArt. 102. ) l'efpace de la roulette 

MGBA = ^.^xBEZA=î^*xEKB 

P b 

H- ?l±ii X KEZ A C ^ ). Si donc l'on retranche 
le précédent efpace de celui-ci , il refter^ A6EM 

== ^ ^ E K B , puifque par la conflru^on <^ 

=:: 2aa + ^ah -+• J&. D'où Ton voit que cet ef- 
pace a fa quadrature indépendante de celle du 
cercle , & qu'il eft le feul parmi tous fes Sem- 
blables. 

En voici encore un autre qui a la même pro- 
priété. Si l'on retranche de refpace A B E M le 
■fegment BEZA(iflttH-EKB,)il reliera l'ef- 
pace AZE M = ^^"u-^^^iu-^^^u-nu ^-.^ 

E K B = , ^ E K B en faifant X.K =? ^aa-hzah 

•+- hb : c*eft-à-dîre , que fi l*on divife la demi-cir- 
conférence en deux également au point ^ , Tef- 
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pac; AZEM fera au double dutriaitgleEKB, 
c^eft-à^dire » au quaoré du rayon ::0K (â+^)« 

Cor oilaireIV. 

J04.S I le cercle mobile A E B QFig. 88. P/. 5. ) 
roule au dedans de Timmobile B G D , fon dià-* 
mètre AB devient négatif, de poiitif qu'il ètoit 
auparavant 5 & partant il faut changer de û- 
gnes les termes où il fe rencontre avec une di- 
meniîon impaire. D'où il fuit » i ^* Que ii l'oa 
mené à>difcrétion la perpendiculaire M G à la 
roulette ^ & que l'on fafle OA {b — 2^).OB 
(b) : : MG . GC . le pointC fera {Art. 100. ) à 
la développée DGN décrite par la révolution 
du cercle qui a pour diamètre B N » au dedans 
de la circonférence NS concentrique à BD. 
a^ Qjiie fi' Ton décrit du centre O l'arc M E ^ 
la portion de roulette A M fera ( Art. 1 o j . ) à U 
corde AE : : 2b — ia.b. 3°. Que Pe(pace MGBA 
cft (^Art. 102.) au fegment BE Z A : : ^b — 2<i>&t 
4®. Que fi l'on prend O Q = \/2aa—3aB'i-Ah^ 
c'eft-à-dire , moyenne proportionnelle entre OK , 
OA *• Tefpace ABEM renfermé par 1^ portion de. 
roulette A M , Tare ME , la corde EB , & le dia- 
mètre AB y fera ( Art. 103. ) au triangle 
E I^B : : i^ b—za.b. Mais que fi Ton fait O Q^ oa 
OE = v/2aa — 2ab -ir M , c*eft à-dire , que Tare 
A E foît le quart de la circonférence ; Pefpacc 
A ZEM renfermé par la portion A M de roulette^ 
& pat les deux arcs M Ë ^ AE , fera (IlriV. ) ^^ 
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triangle EK'B -qui eft erf cq cas la moitié d« 
qijarré du raycki : :- 2b ^-- la J &• 

Cor o l l a I r et V. 

105. S I Top conçoit que le rayon OB ( Fig. 8(S# 
PL 5. ) du cerde inimôbîle devienne infini, Tare 
BGD deviendra une ligne droite, & la courbe 
AMD deviendra la rouktte ordinaire. Or com* 
.nie dans ce cas le diamètre A B du cercle mo- 
rbrleeft nul par rajpport à celui; de Timmobile ; i! 
s'enfuit , 1^. Que M G : G G \:h.h. ^ Puifquc 
i±2^ = i,,c'eft-à-dtre, qiie^IG = GCî Se 
partant que fi rQnprend.BN= AB^ & qu'oa 
mené la droite NS parallèle à BP > la d^vdoppée 
DCN fera forage par la révolution du cercle ^ 
qui a pour diamètre BN , fur ^a bafe NS* :^> Qac 
la. J)prtion de roulette A M ( Figf. 85. 88* VL ^.) 
eft à la cordecorrefpondante AE-: : ai • i* 3^» Que 
l'efpaçe M G 3^ A eft au fegniefi^j^ E Z A : : 3K K 
4^ Puifque BQ (Fig. 87. 88, R 5. >^ou±jOg 
4: OB , quej'appelle x , eft-3::j +:Jit\/a4»4*3f*Hî-**, 
d'où. Voin tire (en étant le^ incpmmenfurables^ 
xxx i:,2hx =: lau %^ab ; rpuaura x= {a ^ en ef- 
façant les tçrm^ où b ne fe r^pAcontre point ^ 
parce qu'ils ^nt nuls par rapport ^ux autres* Çeft« 
rà*^dire.,-que,fi Ton prend 4?#*.Ja roulette ordi- 
naire 5P=: I ABf r: & qu'on nwng la droite PEME 
( Fig. 83. P/. 5I >: parallèle ;à Jù bafe, :Bb ; ret 
.pacç A M )ÉB. fera triple du triai^gle È;KB. On 
, trouvera en opérant '^e Jimêgip^maniére ^ que fi 
le point P tombe au centre K ^ . l'efpaçe AZJS^ 
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tenfermé par la portion de roulette AM. ^ îk 
droite M Ë , & Tare A E ^ fera égal au quarré 
du rayon. Ce que Ton a déjà démontré ci^^ 
devant art« ^9. 

REMARQtJB. 

1 06. C o M M E les arcs DG, GM (Pig. 84. ^/. 5 - ) 
font toujours égaux en tr'eux ^ il s'enfuit que Tan- 
gle DOGeft auflî toujours à l'angle GKM : : GK • 
OG.C'eft pourquoi Torigine D de la roulette DM A, 
les rayons OG 5 GKdes cercles générateurs, fie 
le point touchant G étant donnés ^ fi Von veut 
déterminer dans cette pofition le point M qui dé- 
crit la roulette, il ne faut que tirer le rayoïi 
KM , en forte que Tangle GKM foit à Tingle donné 
DOG::OG, GKi Or je dis maintenant que 
cela fe peut toujours faire géométriquement , lorf- 
que le rapport de ces rayons fe peut exprimer par 
nombres; Repartant que la roulette DMA eft 
alors giépmétrique. 

Car fuppofant , par exemple , quefOG . GK : : 
' 1 5 . 5 j il eft clair que Tangle M K G doit conte- 
nir deux fois Tartgle donné D O G , & de plus | de 
cet angle. Toute difficulté fe réduit donc à di* 
yi fer Sangle DQG en cinq parties égales. Qr 
c'éftune chofe cohmie par les Géomètres , qîi't)n 
peut toujours divifer géométriquement un angle 
ou un arc donné en tant de parties égales qu^on 
Voudra; puifqu'on arrive toujours à quelque équa-* 
tîbn^ qui ne renferme* que des lignes droites^ 
Donc, &Cé ... 
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. Je dis de plus que la roulette DMA eft mé-* 
canique, ou ce qui eft lia même chofe, qu'opi 
ne peut déterminer géométriquement fes jtoints 
Aï , lorfque la raifon de OG à K G ne fepeut ex- 
primer par nombres, c^eft-à-dirc y locfqtt'elle 
eft fourde. 

Car (Fi^, 89. P/. 5. ) toute ligne, foit mécà- 
nique foit géométrique , ou rentre en eUe*même 
ou s'étçnd à Tinfini ; puifqu on peut toujours en 
continuer la génération. Si donc le cercle mobile 
A B G décrit par fon point A dans fa première 
révolution la roulette A D E , cette roulette ne 
fera pas encore finie , & . continuant toujours de 
rouler il décrira la féconde E F G , puis la troi- 
fiéme GHI, Scainfi de fuite jufqu'à ce que le 
point décrivant A retombe après plufîeurs révo- 
lutions dans le même point d'où il étoit parti. Et 
pour lors fi on recommence à faire rouler le cercle 
mobile ABC , il décrira derechef la même ligne 
courbe, de forte que t6utes ces roulettes prî- 
fesenfembîe né compofént qu'une feule courbe 
ADëFGHI, &c. Or les rayons deà cercles 
générateurs étant incpmmenfurablês , leur$ cir- 
conférences le feront âuflî^' & par conféquentle 
point décrivant A du cercle mobile ABC ne 
pourra jamais retombcrdans le point A de^ Tim-- 
mùlÀhy doùil étoit parti; fi grand que puiffe 
être le nombre des révolutions. Il y T^uia >donc 
une infinité dé roulettes qui ne formeror^tcepen- 
dans^qu'unqçiême ligne courbe A DEFGHÏ, 
&€• Maintenant fi Ton mené au travers dU cercle 
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immotxle une ligne droite indéfinie ^ il eft dair 
qu'elle coupera la courbe continuée à Tinfini en 
une infinité de po^ts. Or comme l'équation qui 
exprime la nature d'une ligne géoméuique doit 
avoir.au moins autant de dimenfions que cette li-^ 
gne peut être coupée en de difFérens points par une 
droite i il s'enfuit que l'équation qui ^primerpit 
la nature àe cette courbe auroit urie infinité de 
dimenfions. Ce qui ne pouvant être , on voit 
évidemment que la courbe doit être mécanique 
ou tranfcendente. 

PROPOSITION III. 

Problème. 

lO^éLj Aligne courbe BFC (F/g. 90. PL ç*) 
étant dmnée ^ trouver une infinité de lignes A M , 
BN , EFO, dont elle f oit la développée comrriune. 
Si l'on développe li courbe B F G ;eh commen* 
•Çant par le point A , il efl clatr que tous les 
points A' , B , F , du fil A B F G décriront dans 
ce mouvement des lignes courbes AM^BN.» 
F O ^ . qui auront toutes pour développée corn*- 
muneJa courbe donnée BF C. Mais il faut obfer- 
verque.te ligne F Q n'ayant pour, développée quf 
la partie- F.G , fon origine n'eft pas en F j & que 
poutv la trouver , il faut développer la partie rei^ 
îante B F , en commençant au point F « pour dér* 
crire la portion £ F de la combe ËF Q dont l'ot- 
rigine efl ien £ 3 & qui a pour développée la courbe 
entiéireBFG, . ^ 

Si 
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'' Si l'on Veut trouver les points M , N,0 fana: 
iê fcrvir du fil A B F C , il n*y a qu'à prendre fur 
une tangente quelconque C M , autre que B Ay 
les parties CM^^ CN , CO égales à ABFC, 
BFe,FC 

C O k O L X. AI H É. • -^ 

L eft évident , i ^. Que lès courbes A M ^^ 
fiN , ERO font d'une nature très- différente 
entr'elles î puifque la courbe A M a dans Tort 
fommet A le rayon de fa développée égal à AB « 
au lieu que celui de la courbe B N efl nul. )\ eft 
vifible auffi par la figure même de la courbe EFÔ 
qu'elle eft très différente des courbes A M , B N» 
\ 2^ Que les courbes AM, BN, EFO né 
font géométriques que lorfque la donnée ÉFG 
eft géométrique & de plus reftifîàble. Car 11 elle 
h'eft pas géométrique , en prenant BK pour la 
coupée , on ne trouvera point géométriquçmerïC 
l'appliquée KC:& fi elle n'eft pas rcftifiable j^ 
ayant mené la tangente C M , on ne pourra^ dé-^ 
terminer géométriquement les points M , N , Ô 
des courbes AM, BN, EFO j puifqu'on ne 
peut trouver géométriquement des lignes droites 
égales à la ligne courbe B F C , & à fes portions 

bfVfc 

Remakque. 

109. S ï l^on développe une ligne courbe BAC 

^Fi^. 91. ?/• 5.) qui ait un point d'inflexion ea 

J^ , en commençant par le point D , autre que le 

|)oint d'iniléxion 5 on formera pat le développe-^ 

K 
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ment de la partit B A D la partie DEF ; & pat 
cdai'de la partie DC^ la partie reftante DG: 
de forte qtie F E O G fera la courbe entière for- 
mée par le développement de BAC. Or il eft vi- 
fible que cette courbe rebrouffe chemin aux points 
D & Ë , avec cette différence qu'au point de re- 
brouflement D les parties DE, DG ont leur 
<!onvéxité oppofée Tune à l'autre ; au lieu qu'au 
point Ë lés parties D E , E F font concaves vers 
lé même côté. Oh a enfeîgnê dans la feâion pré- 
éédèntè à trouver les points de rebrouffement tels 
que t> : il eft queftion maintenant de déterminer 
les points E, qu'on peut appeller points de re- 
trèuflement de la féconde forte , & que perfonne, 
que fp fçâche , n*a encore conMeré; 

Po»*r en venir à bout, on mènera à dîfcrétion fur 
la ipartiè DE deux perpendiculaires MN > mfiy 
tërinînées par la développée àîrx points N , « , par 
ïëfqaeib on tifet-a deux autres perpendiculaires 
NH^ nii fur les premières N IVI , « w j ce qui for- 
mera deux petits fefteurs MTStn , NH» qui feront 
^ïenitliîàbjes, puîfque les angtçs MN w , N H w font 
égaùjL On aura doricKw : tkm: :'NH . NM. Or 
dans ïe point d^'inSéxion A lé rayon NH devient 
Ç Art. Si.) infini ou zéro } & ïé rayon M N , qui 
devient AE, demeure d'une grandeur finie. 11 faut 
donc qu'au point de rebrouffement E de la féconde 
Xbite^ hi railontde la différence Nu du rayon MN 
de fat déveioppéis ^ à ladiiFérenpe M t?» de la çoiir<* 
bc s d^vwnrve ^u infiniment grande ou infinimqpt 
^pietit»* Et $)artainc pwdque ( ^én. 66. ) Un 
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dx^diy'^ 
rr^ T-r i» dx'^dddy-^dy^dddy — 7dyddy^ 

^^fdx^^dy% 1 on aura /^^^J^ --X. 

m ou oo ; « & multipliant par âxddy^ , on trou* 
vera la formule dx^ddày h- dfdddy — ^dyddy^ 
z=:oon CD , qui fervira à déterminer les points 
de rebrouflfement de la féconde forte. 

On peut* encore concevoir qu'une rebrouf&itls 
©EF ( ¥ig. 92. 93. P/. 5.) otoHDEFGdc ik 
féconde forte , ait pour développée une audis 
rebrouflante BAC de la féconde forte , telle qu6 
f<m point de rebrouflement A réponde au poii^tG 
de rebrouiTement E , c^eft-à-dare y qu*il foit fitilé 
fi»r le rayon dé la développée qui part du ftÀtk £• 
Or il eft clair dans cette fuppoiition ^ que le 
Tayon E A de la développée fera toujours un plus 
petit, ou un plus grand ; & panant que U difi^-* 

rence de dx'^-^^y^ * expreflîon générale (^Art*y%^ 

— dxddy 

des rayons de la développée » doit être imlle du 
infinie au point cherché £^ ce qui donne la 
même, {brmule qu'auparavant : de forte, qu'elle 
eft. générale pour trouver les points de rebrouÛo- 
-ment de là feconde forte» .( Confultc^ pour tom» 
.xettr SeStion la N/)t(t simpumticme. i 
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SECTION VI. 

Vfage du calcul des différences pour trouver les 

Caujliques par réflexion. 

DÉFINITION. 

> 

SI Ton conçoit qu'une infinité de rayons B A^ 
BM 5 BD, {Ffg. 94. 95. VI. 5. ) qui par- 
tent d'un point lumineux B ,. feréfléchiflent à la 
^renconjtre d'une ligne courbe AMD , eaforte 
que les angles de réflexion foient égaux aux an-r 
ig\ts d-incidence j k ligne H F N , que couchent 
Jes. rayons réfléchis ou leur prolongement A H^ 
.MF> DN, tOi.^^ççWètCauJjUque par réfl4^im. 

**.* COROI.I.AIRE l. 

iio o I l'on prolonge H A en 1 ,, ( F/g. 94. P/. 5 . ') 
déïbrte que A 1 1= A B , & que l'on développé 
^lacauftique HFN en commençant au point I î 
on décrira la courbe I L K , telle que la tangente 
.'F Liera (^rr#*75.) continuellement égale à lapor- 
siiàn F H de la cauflique.^ plus à la. droite HL £t 
rii Top conçoit deux rayons incident & réflyéchi 
-Bi«v/iv»7 F infiniment près de.BM, MF,. & 
•«quf ayant prolongé F m en l.y on décrive des cen- 
tres F , B les petits arcs MO ,. MR : on formera 
les petits triangles reftangles MO;», M R 79 » 
qui feront femblables & égaux j car puifque l'an- 
gle OwM=:FwD=:R?77M y & que de plus 
rhypotenufe Mm qH commune , les petits côtés 
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Om ^ Km feront égaux entr'eux. Or puifque 
0« eft la différence de LM, & Rw celje de 
BM^ & que cela arrive toujours eft quelque en- 
droit qu'on prenne le point M ; il s'enfuit que 
ML — lAou Afl-j-HF-^MFfomme {Art. 
96. ) de toutes les différences Om dans la por-> 
tien de courbe A M ^ cû, :=^ BM — BA fem- 
me {Art, 96- ) de toutes les différences Km dans* 
la même portion A M. Donc Ja portion H F de 
la caoflique HFN fera égale à BM — BA 
+ MF~AH.- 

Il peut arriver difFérens cas , félon que le ra- 
yon incident B A eft plus grand on moindre que 
BM9 & que Je réfléchi AH développe ou en- 
veloppe la portion H F pour parvenir en MFf 
mais Ton prouvera toujours , comme Ton vient 
de faire , que la différence des rayons incidens 
efl égale à la différence des rayons réfléchis ^ en 
joignant à l'un d'eux la portion de la cauflique 
qu'il développe , avant que de tomber fur l'autre. 
Par exemple, BM — BA.(Fig. 95. P/. 5.)=^ 
MF4-FH — AH; d'oii iW tire FH=:BM 
— BA-hAH-^MF. 

Si Ton décrit du centre B l'arc de cercle Ap ; 
( F/g:, 94. 95- P/- 5- ) ^^ eft clair que p M fera la 
différence des rayons .incidens B M , B A. Et fi 
l'on fuppofe que le point lumineux B devienne 
infiniment éloigné de" la courbe AMD; (F/g. 
96. PL. 5. ) les rayons incidens B A , BM de-r' 
vifendroiït parallèles , & l'arc' A P deviendra une 

ligne droite perpendiculaire fur. ces rayons. 

K3 
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Corollaire. IL 

ï u >. S I Toft'coBçoit que la figure B A M D ( Fig^ 
94. PL 5 . ) foit rertverfée fur le même plan , en- 
forte que le poiat B tombe far le point l^ Bc 
qu'ainu la tangente en A de la courbe AMD 
dans fa première fîtuation ^ la touche encore 
dans cette nouvelle ; & qu'on faffe rouler la courbe 
aM.d fur AMD, c*elV-à-dire , fur elle-même » 
enforte que les portions /iM, AM foient tou- 
jours égales : je dis le point B décrira dans ce 
mouvement une efpece de roulette ILK qui aura 
pour développée la cauftique H F N. 

Car il fuit de la génération y i^. Que la ligne 
L M tirée du point décrivant L jiu point touchant 
Mfera(/irr. 45.) perpendiculaire à la courbe 
ILK. a^ Que L^ouIAzrrBA , & LM= 
BM. 5^. Que les angles faits par les droites ML, 
BM fur la tangente commune en M font égaux 5 
& partant que fi Ton prolonge LM en F , le ra- 
von MF fera le réfléchi de Tincident B M. D'où 
Von voit que la perpendiculaire L F touche la 
cauftique H F N : & comme cela arrive toujours 
en quelque endroit qu'on prenne le point L / il 
s'enfuit que la courbe ILK eft formée par le. dé- 
veloppement de la cauftique HFN, fias h 
droite H L 

llfuitdececi que la portion FH ou FL-r- 
Hlrî^sBM-^^MF •- B A -.^ AH. Ce que Ion 
vient de démontrer d'une autre manière dans le 
Corollaire précédente 
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CoKaLI.AlKE HT. 

1 1 9* s I I^ ta^geate DN devient infiniment pifor* 
che de la tangente F M ; il eft clair q^e le pQÎ^t 
touchant N » & celui d'iutçi^feélion V fç CQn£>nr 
dront avQc, l'autre point touchant f ; à^ fçfQe 
qriiç pour trouver le point F où le rayon réflécl^i 
MF touche la cauÂique I:!FN , il ne faut que 
chercher le point de concours df( Fayocis réâéd^ 
in^HMIit proches MF» mV. Et en effeç, fi 
Ton imagine une infinité de rayons d'incidenoe 
infiniment proches les uns des autres > on verra 
naître par les incerieôions des réfléchis un poli- 
gqne d une infiaècé de côtés dont V^fSsnMzgt 
coo^ofera la ewlbque H F N. 

PROPOSITION I. 

». 

Problème Général. 

ii3'JUa ftature de la courbe AMD, ( Ffg- 
97. P/. 5. ) le point lumineux H y ^ le rqy/m 
incident B M étant donnés ,• trouver Jur le réfléchi 
MF donné de pojition ^ le point F où il touche la 
caujlique. , 

Ayant trouvé par là fcftion précédente la lon- 
gueur M C du rayon de la développée au point 
M , & pris Tare M /^ infiniment petit ^ on tireca 
les droites Pm » Ciw» Fw^j on décrira 4«s 
centres B > F les petits ares M R ^ M O j. on mpr 
nen ks pcrpendiculattes CE > Ce ^ QQ t Çg 
juf les raryons incidi;ns & réfléchis i enfuite on 
nommera, les ^Bnnées B M. ^ j' î Me & ou. M G ,. a • 



T5« Analfse 

Cela pofé 9 on prouvera 9 comme dans le Co- 
rollaire premier ( Art. 1 1 0. ) » que les triangles 
M R ;^ 9 M O i;? font femblables Se égaux / & 
qu ainfi M R = M O. Cr à caufe de l'égalité des 
angles d incidence & de réflexion , Ton a auffi 
CE=CG, Cc=Cgi & partant CE--Cr ou 
E Q = C G— Cg ou S G. Donc à caufe des triant 
gks femblables BMR & BEQ , FMO & FGS ^* 
l'onauraBM + BE (ly^a). BM 0^):: MR 
•h£ClouMOH-GS.MRouMO::MG(a>, 

ay—a 

Si le point lumineux B tomboit de l'autre côté 
du point K par rapport au point M , ou ( ce qui 
cft la même chofe ) fi la courbe AMD ctoit 
convexe vers le point lumineux B j j/ deviendroit 
n'gative de pofîtive qu^elle étoit , & Ion auroit 

par conféquent M F = ■ ^^ ou —^'. 

* * — 2y — a 2yH-ét 

Si Von fuppofe que y devienne infinie , c'eft-à- 
dire f que le point B ( Fig. 96. P/. 5- ) foit infi- 
niment éloigné de la courbe AMD; les rayons 
jncidens feront parallèles entr*eux , & Ton aura 
MF ==î== i^ , parce que a eft nulle par rapport à jy. 

COROXXAI&B I. 

ï 14, M M E Ton ne trouve pour M F ( Fig. 
94. 9 j. P/. 5 . ) qu'une feule valeur dans laquelle 
. entre le rayon de la développée ; il s'enfuît 
au une ligne courbe A M D ne peut avoir qu'une 
ieule cauftique HFN par réflexion , puiiqu'elie 
( Art» ^o. )n'a qu'une* leule développée. 
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Corollaire. IL 

ii5-LoîiSQUE AMD (Figp ^y. PAç-) eft 
géométrique , il eft clair ( Art 85. ) que fa dé-, 
véloppée Teft auffi , c'eft-à*dire y que Ton trouve 
géométriquement tous les points C D'où il fuit 
que tous les points F de fa cauftiqué feront auf& 
déterminés géométriquement , c'eft-à-dire , que 
la cauftique H F N {Fig. 94. 95. )fera géomé-r 
trique. Mais je dis de plus , que cette cauftique 
fera toujours reftifiable j pufqu'il eft évident Y-r4rr. 
1 1 0. que Ton peut trouver avec le fecours de la 
courbe A M D » qu'on fuppofe géométrique » 
des lignes ^ droites égales à une de fes portions 
quelconques. 

Corollaire III. * ' 

II 601 la courbe AMD (F/g. 97. P/. î*) eft 
convexe vers le point lumineux B ; la valeur de 

MF ( —22^ — ) fera toujours pofîtive ; &îl fau* 

drâ prendre par conféquent le point F du côté 
du point C , par rapport au point M , comme Ton 
a fuppofé en faifant le calcul. D'où Ton voit que 
les rayons réfléchis infiniment proches feront di- 
vergens. 
Mais fî la courbe AMD eft concave Vers le 

point lumineux B , la valeur de M F ^ ^"~r") 

fera pofîtive lorfque y furpaflé ^a , négative lorf- 
qu'il eft moindre , & infinie lorfqu'il eft^ égaU 
D'où il fuit que fi Ton décrit un cercle qui ait 
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pour diamètre la moitié du rayon MC de !a 
développée , les rayons réfléchis infiniment pro-r 
ches feront convergcns lorfque le point tumi- 
lieux B tombe au dehors de fa circonférence , 
divergens lorfqu'il tombe au dedans ^ & enfin 
parallèles lorfqu'il tombe defltis. 

COROLLAIEB IV. 

1 1 7. S I le rayon incident B M touche la courbe 
AMD au point M , Ton aura ME(a)=^- 
& partant M F :rr <7. Or comme le rayon réfléchi 
eft alors dans la dircftion de Tîncident , & que 
la nature de la cauflique conflfle à toucher tous 
les rayons réfléchis; il s'enfuit qu'elle touchera 
aufli le rayon incident B M au point M : c*eft-à- 
dire, que^ la cauftique & la donnée auront la 
même tangente àans le point M qui leur fera 
commun. 

Si le rayon M C de la développée eft nul, on 
aura encore ME{a)^=ôj Se partant MF z=: o. 
D*oit Ton voit que la donnée & la cauflique font 
entr'elles dans le point M qui leur eft commun , 
iin angle égal à l'angle d'incidence- 

Si le rayon C M de la développée eft infini , , le 
petit arc M m deviendra une ligne droite , fie 
l'on aura MF= +>^* puifque ME(ii) étant 
infime , y fera nul par rapport à ^ Or comme 
cette valeur eft négative lorfque le point B tombe 
du côté du point C par rapport à la ligi^e A AID , 
$b pofitive lorfqu'il tombe du côté op^fé ^ ii 
s'CPfuif que les fuyons réflécj^s infiBiipent pto* 
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cKes feront toujours diVeVgens lorfque la figne 
A M D eft droite. 

" ' ' COROLLAIKE V. 

1 1 8. 1 L eft évident que deux quelconques des 
trois points B , C , F , étant donnés , on trou, 
vera facilement le troifieme. 

Soit , I® , la courbe AMD ( Fig. 98. PI. 5. ) 
une parabole qui ait pour foyer le point lumineux 
B. II eft clair par les élémens des feftions coni- 
ques , .que tous les rayons réfléchis feront paral- 
lèles à Taxe j $c partant que M F fera toujours 
infinie en quelque endroit que Ton fuppofe le 
point M. On aura donc ^ = ay : d'où il fuit 
que fi l'on prend M E double de M B 3, qu*on 
mené la perpendiculaire EC ; elle ira couper 
M C perpendiculaire à la couine AMD, en un 
point C qui fera à la développée de cette courbe. 

Soit , 3^ 5 k courbe A M D ( Pig. 99. PL 5. ) 
uneellipfe qui ait pour un de fes foyers le point 
lumineux B- Il eft encore clair que tous les rsiyons 
réfléchis M F fe rencontreront dans un même 
point F qui fera l'autre foyer. Et fi Ton «omme 

MF , X î l'on aura {Art. 115.) ^= ^^ j d*où 

^ y ^ 

Ton tire la cherchée MÈ (^f)=r-2H-. Mais fi 

la courbe AMD eft une hyperbole , le foyer F 
tombera de Tautre côté ; & partant M F (^) de- 
viendra négative : d'où il fuit qu'on aura alors 

ME (4) =r 3322 ou -^^. -Ce qui donne cette 

' y—i i—y 

conftruûiçn qui fert aufli pour rellîpfe. 
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S(»t prife M E ( Fig* 99. PL 5. Fi^. loo. PI. 6. ) 
quatrième proportionnelle au demi-âxe traver-. 
fant , & aux rayons incident & réfléchi j foit 
menée la perpendiculaire . E C : elle ira couper 
ïa ligne M C perpendiculaire à la feftion , en un^ 
point Cqui fera à la développée. ^ 

' E X B M F L B L 

1 19. S o I T la courbe A M D ( Fig^ loi.Pl. 6. ) 
une parabole , dont les rayons incidens P M 
foient perpendiculaires fur fon axe A P. il faut' 
trouver fur les réfléchis M F les points F où ils 
touchent la cauftique A F K« 

Il eft clair que fi Ton mené le rayon M C de 
la développée , & qu'on tire la perpendiculaire 
C G fur le rayon réfléchi M P" , il faudra ( Art. 
113.) prendre M f égale à la moitié de ^l G. 
Mais cette conftruftion fe peut abréger , en con-. 
fidèrant que fi Ton mené MN parallèle à l*axe 
A P , & la droite M L au foyer L ; les angles 
LMP, F M N feront égaux , puifque par la 
propriété de la parabole LMQ = QMN, & 
par la fuppofition P M 0,^= dMF. Si donc Von 
ajoute de part & d'autre le même angle P M F , 
r angle L M F fera égal à Pangle P M N , c'eft- 
à-dirc , droit. Or Ton vient de démontrer ( Art: 
118. nuw, î.) que LH perpendiculaire fur ML 
rencontre le' rayon MO delà développée en fon 
milieu H. Si donc Ton mené M F parallèle & 
égale à LH , elle fera un des rayons réfléchis , 
& touchera en F ,îa cauftique AFK. Ge qu'il 
falloir trouver. ^ ^ 
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Ton fuppofe que le rayon réfléchi M F foit 
parallèle à l*axe A P, il eft évident que le point F 
de la cauftique fera le plus éloigné qu'il efl poflî- 
ble de l'axe A P , puifque la tangente en ce 
point fera parallèle à ^axèV AiSti dohcde déter- 
miner ce point dans toutes les cauiliques , telles 
que AFK , formées par des rayons incidens per- 
pendiculaires à Taxe de la courbe donnée , il n'y 
a qu'à con£dérer que M P doit être alors égale à 
PQ. Ce qvi donne dy=:dX' Soit ax=zyy^ on aura 

dy:==f^ = dx, d'où Ton tire AP Cx) = ^^: 

c'eft-à-dire , que fi le "point P tombe au foyer L » 
le rayon réfléchi MF fera parallèle à Taxe. Ce 
qui eft d'ailleurs vifible j puifque dans ce cas M,P 
fe confondant avec LM , il faut aufli que M F fe 
confonde avec MN , & LHavec LQ. D'où l'on 
voit que MF eft alors égale à ML j & partant 
que fi l'on mené F R perpendiculaire fur l'axe , on 
aura A|l ou A L h- M F = ^a^ On voit aufli que 
la portion A F de la cauftique eft égale en ce cas 
au paramètre, puifqu'elle eft toujours (./4r/. i lo.) 

;égalê à PM-hMF. 

Pour détçrpïiner le point K où la cauftique 

AFK rcmçqntre l'axe AP, il faut chiercher la 
;valeur de, M O , & l'égaler à celle de TA F ; car il 

eft vifible que le point F tombant en K , les 
'lignes MF, MO deviennent égales entr'elles. 

Nommant donc l'inconnue MO , t ; l'angle PMO 

Coupé en deux également par MQ, perpendicu- 
.hire A la courbe , donnera MP (>» ) . M O (t) 



i5Î^ Analyse 

::P(i(.tg).OQ = ^. Et partant OP 

* y^ ^ = \/tt-^j'j^, à caufe du triangle rec- 
tangle MPOi & divifant de part & d'autre par 

t +y , on ttouve ^ = l/^ ^^^ , d'où l'on tire 
MO (0 =î^^' = MF(i.)=!fe!^\ 

puifque ( Art. 77. ) M E (a) = ^^^^^^. Ce qui 

donne dy — tyddy = dx* qui ferrira a trouver le 
point P , tel que menant le rayon incident P M & 
le réfléchi M F , ce dernier touche la cauflique 
A F K au point K où elle rencontre Taxe A P. 

On a dans la parabole y =x^^dj/=zix * dx^ 

ddy=z — Jx~*rfx*î à mettant ces valeurs dans 

réqùation précédente , on trouve ^x""^ dx^ -+• 

\ x~' rfx* == dx^ i d'où Ton tire A P (x) = \ du 
paramètre. . 

Pour trouver la nature de la cauftique A F K 
à là manière de Defcartes , il faut chercher une 
équation qui exprime la relation de la coupée 
AR («1) , à l'appliquée RF (^) j eequi fe fait 

en cette forte. Puifque MO (^) = ^^%^^ K, t 

Ton aura PO ri^^) = ^^^^^ j &àcau- 
fe des triangles XemblaUes MPC» MSF^oa 
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formera ces proportions MO ( ^ jS^^j i ) • ^^ 

SF ou PR (« — x)=z — ^. On aura dcmc cc« 

deux équations ?:==y+ ^_^jf ^ & a =r x -4- 

2:^^ 3 ^uî ferviront avec celle de la courbe don-^ 

née à en former ime nouvelle où x Se y- ne fe trou* 
veront plus ^ & qui exprimera par conféquent la 
relation de AR (a) à FR (<). 

Lorfque la courbe AMD eft une parabole^ 
comme Fon a fuppofé dans cet exemple » on trou- 

vera;C=i^* — ^^* • ou ("en quarraait chaque 
membre ) \x^ 6xx h- 4X* = ^^ ^ & « 2= jx j d*où 
J*on tire réquation cherchée /i^ = ~^^m^ — ^uu •4* 
^Mi qui expfîme la nature de la cauftique A F K* 
On peut remarquer que PR eft toujours double 
4e AP^ puififl» Ar («)= 5x5 ce qui fournit 
«ticore une nouvelle manière de déterminer fur 
le rayon réfUchi M F k point cherché F. 

ExEMPJtS IL 

^ s 

ito^Soiila courbe AMD (Fig. lôt. PL 6.) 
un demi-cercle qui ait pour , diamètre la ligne 
A D , & pour centre le point C ; foient les rayons 
incidens P M perpendiculaires fur A D. 



l6o A H A t Y S fi 

G>mme la développfe du cercle fe réunît en 
un feul point qui en cft le centre » il s'enfuie 
( Art. 1 1 3« ) que fi ton coupe le rayon CM en 
deux également au point H , & qu'on mené H F 
perpendiculaire fur le rayon réfléchi MF» il 
coupera ce rayon en un point F , où il touche 
la cauftique AFK» Il eft clair que le rayon 
réfléchi M F eft égal à la moitié de l'incident PM ; 
d'où il fuit, 1^ Que le point P tombant en C 9 
le point F tombe en K , milieu de CB. 2^. Que la 
portion A F eft triple d^ MF , & la cauftique 
A F K triple de B K. On voit aufli que fi Ton fait 
l'angle ACM demi-droit , le rayon réfléchi M F 
fera parallèle à AC ; & partant que le point F fera 
plus élevé au deflus du diamètre AD, que tout 
autre point de la cauftique. 

Le cercle qui a pour diamètre M H » paflê 
parle point F ; puifque l'angle HFM eft droit. 
Et fi l'on décrit du centre C & du rayon CK 
ou C H y moitié de CM , le cercle KH G ; l'arc 
HF fera égal à l'arc HK:car l'angle CMF 
étant égal àCMP oU HCK, les arqîïHFi 
HK qui mefurent ces angles dans les cercles 
M F H , K H G , feront entr'eux comme les 
rayons ^ M H , H C de ces cercles. D où l'on voit 
que la cauftique A F K eft une roulette formée 
par la révolution du cercle mobile M F H autour 
de l'immobile KHG, dont l'origine eft en K^ 
^ le fommet en A. 
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Exemple II L 

liiiS^^'^ k Courbe AMD TF/^à io^.PL6.') 
tin cercle qui ait pour diamètre là ligne A D ^ é^ 
pour centre lé point C i foit le point lumineuse 
A 9 d'oil partent tous les rayons incidens A M ^ 
l'une dès extrémités de ce diamètre. 

Si Ton méfie du centre C fur lé rayoh înci* 
dent AM la perpendiculaire CE : il eft clair 
par là propriété du Cercle 5 que le point E 
coupe en deux parties égales la corde A M ; & 
qu^ainfi ME {a) ?= ^y. On aura donc MjP 

^ ^ ^ = 1^/ : c'eft-à-dire , qu'il faut pren-* 

dre le rayon réfléchi M F égal au tiers de Tiii' 
cident A M. D'où Tori Voit que DK^îri AD^ 
CK = i.CD* &qué {An. liô. ) là cauftique 
AFK = | AD, de même que fa portion A F 
= J AM. Si Ton prend AM = AC , le rayon 
réfléchi MF fera parallèle au diamètre AD, 
& par conféquent le point F fera le pltis élevé 
qu'il foit poflîble au-deflus de ce diamètre* 

Si l'on prend CH =| C M , & qu'on tire MF 
perpendiculaire fur MF; le point F fera à la» 
cauflique : car menant H L perpendiculaire fut 
AM, il eli clair que ML=fMÉ=fAM, 
puifque MH =z f CM. t^e cercle qui à pour dia- 
mètre MH , paflera donc par le (>oint F de la 
cauftique ; & fi Ton décrit un autre cercle KHG 
du centre C^ & du rayon CK ou Cfî^^ il lui 
fera égal, & l'arc HK fera égal à Tare HFi 
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car dans le triangle ifofçele CM A l'angle ex- 
terne KCH = iCM A = AMF ; & partant les 
arcs H K , H F mefures de ces angles dans des 
cercles égaux , feront aufli égaux. lyoù il fuit 
que la cauftique AFK eft encore une roulette 
décrite par la révolution du cercle mobile M F H 
autour de l'immobile KH6, dont Torigine eft 
en K , & le fommet en A. 

On pourroit encore prouver ceci de cette autre 
manière. Si l'on décrit une roulette par la révolu- 
tion d*un cercle égal au cercle AMD autour de 
celui-ci y en commençant au point A ; Ton a 
démontré dans la Corollaire fécond ( yirt. 1 1 1 . ) 
qu'elle aura pour développée la cauftique AFK. 
Or ( Art. I o o. ) cette développée eft une rou- 
lette de même efpece , c'eft- à-dire , que les 
diamètres des cercles générateuts en feront égaux; 
& on déterminera le point K en prenant CK 
troiiîéme proportionnelle àCD-t-DA & àCD, 
ç'eft- à-dire, égale à j CD. Donc, &c. 

Exemple. IV. 

122. S O ï T la courbe AMD ( Fig. 104. PL 6. ) 
une demi- roulette ordinaire décrite par la révolu- 
tion du demi-cercle NOM fur la droite BD, 
dont le fommet eft en A , & Torigine en D ; 
fbient les rayons incidens KM parallèles à 
Taxe A B. 

Puifqqe ( Art. 95. ) M G eft égale à la moitié 

du rayon de la développée , il s'enfuit ( Art. 115*) 

'que fi l'on mené G F perpendiculaire fut le rayoa 
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réfléchi M F , le point F fera à la cauftique DFB. 
D'où Ton voit que M F doit être prife égale à KAL 
Si Ton mené du centre H du cercle générateur 
MGN au point touchant G, & au point dé- 
crivant M ^ les rayons HÇ j H M; il eft clair 
que H G fera perpendiculaire fur BD, & que 
Tangle GMH = MGH =GMK : d'où l'on 
Voit que le rayon réfléchi M F pafle par le cen- 
tre H. Or le cercle qui a pour diamètre G H , 
pâfle aufïî par le point F , puifque Tangle G F H 
eft droit. Donc les arcs GN, îGF • mefuresdu 
même angle G HN , feront entr'eux comme les 
diamètres MN, G H de leurs cercles; & par- 
tant rare G F = G N = G B. Il eft donc évi- 
dent que la cauftique DFB eft une roulette 
décrite par la révolution entière du cercle G F H 
fur la droite B D. 

Exemple V. 

1 25. S ^ ^ '^ encore la courbe A M D ( Vig. 105. 
p/. 6« ) une demi- roulette ordinaire , dont la 
bafe BD eft égale à la demi-circonfércrice A N B 
du cercle générateur. Et foient à préfent les 
rayons incidens P M parallèles à la bafe B D. 

Si Ton mené G^ perpendiculaire fur P M , les 
triangles reâangles G Q M , BPN feront égaux 
& femblables j & partant MQ = PN. D'où l'on 
voit (^Art. 95. 113.) qu'il faut prendre MF 
égale à l'appliquée correfpondante P N dans le 
demi-cercle générateur A N B. * 

Afin que le point F foit le plus éloigné quH 

La 
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eil pofTible de l'axe A B , il faut que la tangente 
MF en ce point foit parallèle à cet axe. Lr^an- 
gle P M F fera donc alors droit ^ fa moitié P MG 
ou PN B demi- droit 5 & partant le point P tom- 
bera dans le centre du cercle AND. 

Ceft une chofe digne de remarque , que le 
point P approchant enfuite continuellement de 
Tcxtrêmité B , le point F approche auflî de Taxe 
A B jufqu'à un certain point K , après quoi il s'en 
éloigne jufqu*en D ; de forte que la cauftiqùe 
AFKFD a un point de rebrouffement en K: 

Pour le déterminer , je remarque ( Art. 1 1 o. 
III.) que la portion AF = P M + MF, la portion 
AFK=rHL + LK , & la portion KF de la 
partieKFD, eft = HL-+-LK— P M — MF: 
d'où Ton voit que H L -*- L K doit être un plus 
grand. Ceft pourquoi nommant AH, xiHI,^'; 
Tare Al, tt ; Ton aura HL-+-LK==ïfH-2y, 

dont la difiércnce donne âu + idy = ^ , & ~ 

-i-2(5(y=(?, en mettant pour du fa valeur ^-^ : 

d'où Ton tire adx = -nr- 2j/dj^ = ixdx — 2adx à 
caufe du cercle i & partant AH(x) =:\a. 

Corollaire. 

124.L'espace AFM ou a FK FM ren- 
fermé par les portions de courbés A F ou A F K F, 
A M , & par le rayon réfléchi M P 9 eft égal 
à la moitié de Fefpace circulaire A P N. Car fa 
différence, qui eft le feâeur F MO, eft égale 
à la moitié du rectangle PpSN, différence de 



DES Infiniment Petits. 165 
Tefpace APN j puifque les triangles re6tang!es 
MOw, MKm étact égaux & femblahles, MO fera 
égaleà MR ou NS ou Pp , & que de plus MF = P N. 

EXBMPÏ.SVL 

1 25. S o ï T ^^ courbe AMD ( Fig. 106. PL 6. ) 
une demi-roulette formée par la révolution du 
cercle MGN autour dé fon égal AGK, dont 
Torigine eft en A , & le fommet en D ; foient 
les rayons incidens A M qui partent tous 4u point 
A. La ligne B H qui joint les centres des deux 
cercles générateurs , pafle continuellement pat 
le point touchant G , & les arcs G M , G A 
comme auffi leurs cordes , font toujours égaux ; 
ainfi Tangle HGM=BGA, & l'angle G M A 
= GAM.0rrangleHGM4.BGA=:GMA 
+ G A M î puifqu*ajoutant de part & d'autre 
le même angle A GM , on en forme deux droits. 
Donc ?angle H G M fera toujours égal à Tangle 
G M A î & partant auffi à Tangle de réflexion 
CM F: d*où il fuit que M F pafle toujours par 
le centre H du cercle mobile. 

Maintenant fi Ton mené les perpendiculaires 
CE, GO fur le rayon incident A M : il eft clair 
que MO=:OA,& queOE = iOM j puif- 
que ( Art. 100. ) le point G étant à la dévelop- 
pée , GC = f G M. On aura donc M E = f AM, 
c'eft-à-dire , /ï =: ^ ^ j & par conféquent M F 

( ' ^ ) = i^ : d*où Ton voit que fi Ton mené 

G F perpendiculaire fur MF, le point F fera à la 
cauftiqueAFK. Lj 
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Le cercle qui a pour diamètre G H , paffe 
par le point F i & les arcs G M , ; G F , mefures 
du même angle GHM, étant entr*eux comme 
les diamètres M N , G H de leurs cercles, l'arc 
G F fera égal à Tare GM , & par conféquent 
à lare G A. D'où il eft évident que la cauftique 
A F K eft une roulette décrite par la révolution 
du cercle mobile HFG autour de l'immobile AGK. 

C OR G I LA IRE. 

1 26. S I Ton décrit un cercle qui ait pour centre 
le point B , & pour rayon une droite égale à 
BH où A K ; & qu'il y ait une infinité de droites 
parallèles à B D qui tombent fur fa circonférence i 
il eft vifible ( Art. 1 20; ) qu'elles formeront en fe 
réfléchiflant la même cauftique A F K. 

Exemple VIL 

1 17. S P I T la courbe A M D ( Fig. 107. PI. 6. ) 
une logarithmique fpirale ^ avec les rayons inci- 
dens A M qui partent tous du centre A . 

Si Ton mené par l'extrémité C du rayon de la 
développée la droite C A perpendiculaire fur le 
rayon incident AM , elle le rencontrera ( /4r/ 9 1.) 
dan$ le centre A. Ceft pourquoi klli{y')'=za ; 

& partant M F ( ' "^^ ■ ) =y- Le triangle AMF 

fera donc ifofcele j & conrnie les angles d'inci- 
dence & de réflexion AMT, F MS font égaux 
entr'eux, il s'enfuit que l'angle A FM eft égal à 

rangle A M T. D'où il eft clair que la cauftique 
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A F K fera une logarithmique fpirale qui ne diffé- 
rera de la propofée AMD que par fa pofition. 

PROPOSITION II. 

Problème. 

iiS.IjA eauflique HF (P/^. 108. P/. 6.) par 
réflexion étant .danij^c avec h point lumineux B; 
trouver une infinité de courber , telles que AM.» 
dont elle foit caufiique par réflexion . 

Ayant pris à difcrétion fur une tangente quel- 
conque H A le point A pour un des points de la 
courbe cherchée AM ; on décrira du centre B , de 
Tintervalle BA , Tare de cercle AP , & d'un autre 
intervalle quelconque B ^ , un autre arc de cer- 
cle. Et ayant pris AH -i-HE=:BM — BAou 
. FM y on développera la caufiique JHF en commen- 
çant au point È 5 & Ton décrira dans ce mou- 
vement une ligne courbe E M qui coupera Parc 
de cercle décrit du rayon B M , en un point M 
_qui fera ( An. no. ) à la courbe A M. Car par 
çonftruaion PJVt -H M F — A H -♦- H F. 

Ou bien ayant attaché un fil B M F par fes ex- 
trêrtiités en B fie en F , on fera tendre ce filpar le 
moyen d'un ftile placé en M , que Ton fera mou-» 
voir y enfortc que l'on enveloppera par la partie 
M F de ce fil la cauftiquc HF ; il eft clair que 
ce ftilc décrira dans ce mouvjsment la courbe 
cherchée MA. 
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AUTRB $0tUTI0 9. 

i*9« Ayant tiré à difcrétîon une tangente 
FM autre que HA ^ on cherchera fur elle un 
point M « telle que BM -hMF ;:=:BA + AH 
•4- H F- Ce qui fe fera en cette forte. 

Soit prifeFK = B A ^ A H -f-HF ; & divi- 
fsnt B K par le milieu çn G , foit tirée la perpen-* 
djculaire G M : elle rencontrera la tangente 
F M au point cherché M. Car B M == M K. 

Si |ç point B ( F%. IP9. PA 6 ) étoit infiniment 
éloigné dç la courbe A M , c*eft-à-dire 9 que les 
rayons inçidçns B A 9 B M fufTent parallèles à 
une ligne droite donnée de poiition ; la première 
conftrudtion auroit toujours lieu , en confidérant 
que les arcs de cercles décrits du centre B devien» 
fïçnx des lignes droites perpendiculaires fur 1^ 
rayons incidens. Mais cette dernière deviendroit 
in^tilç î c'eft ppurcjuoi il faudroiç lui fubitituer 
ççlle qui fuit. 

Soit prife FK=rAH-f-HF. Ayant trouvé 
le point M tplquç M P parallèle à AB perpendi-^ 
cijlairç fur A P , foit égale à M K : il eft clair 
( /4rt. no- ) que ce point fçra à la courbe cher* 

chée AMî puifque PMh.MF^tAH'^-HF. 

Or ceÎ4 fç fait ainfî, 

Sojt pignéç KG perpendiculaire fur AP; 8ç' 
pyjnt pris KO =r K G , foient tirées K P paral- 
Jçlç àÔG, &PM parallèle à GK:je disque 
h poinï ^ fera celui qu'on cherche. Car à caufe 
Ûç% triangles femblables G K O , P M K , Fon 

iUfêJPM;=^MKj puifqueGK==KO, 
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Si la cauftique HF fe réuniflbît en un point, 
la. courbe A M deviendroit une fedion conique. 

Co&OLXAIRE L 

i^o.Jl eft dair que la courbe qui paflTe par 
tous les points K , eft formée par le développe-» 
mène de la courbe H F en commençant en A » 
& qu'elle ch^ge de nature à mefure que le 
point A change de place fur la tangente A H» 
Donc puifque les courbes A M nailTent toutes 
de ces courbes par la même conflruâion , qui 
eft géométrique j il s'enfuit QArt. ic8. ) qu'el- 
les^ font d'une nature différente entr'elles , & 
qu'elles ne font géométriques que" lorfque la 
cauilique H F eft géométrique & reftifiable* 

Corolx.airbII. 

îji.XJne ligne courbe DN(F/^, 110.P/.6.) 
étant donnée avec un point lumineux C ; trou- 
ver une infinité de lignes telles que A M , en- 
forte que les rayons réfléchis DA > NM fe 
réunifient en un point donné 'B » après s'être 
réfléchis de nouveau à la rencontre de ces li- 
gnes A M- 

Si l'on imagine que la courbe H F foit la 
cauftique de la donnée D N » formée par le point 
lumineux C ; il eft clair que cette ligne H F 
doit être auffî la cauftique de la courbe A M 
ayant pour point lumineux le point donné B ; 
de forte que FK = BA-+- AH-^HF, & NK 
s==BA4^AH+HF-»-FN==;;BA^AD+DC 
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— CN , puifquc (^rr. i lo.) HD + DC = HF 
^ F N H- N C. Ce qui donne cette conftruftion. 
Ayant pris à difcrétion fur un rayon réfléchi 
quelconque le point A pour un des points de la 
courbe cherchée A M , on prendra fur un au~ 
tre rayon réfléchi N M , tel qu'on voudra , la 
partie NK = BA4-AD+DC — CN;&ron 
trouvera le point cherché M cdmme ci-deflus , 
art. 125. {Confulte^ la Note cinquante-unième^ ) 
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SECTION VIL 

i • 

Vfage du Calcul des différences pour trouver 
lés Caujiiques pat réfraSion* 

DÉFINITION. 

SI Ton conçoit qu*une infinité de rayons B A > 
BM, BD,(F;^. ni- PI. 6.) qui partent 
d'un même point lumineux B , fe rompent à Ja 
rencontre d'une ligne courbe A M D , en s'appro- 
chant ou d'éloignant de Tes perpendiculaires MC » 
enforte que les finus CE des angles d'incidence 
CM E^foient toujours aux finus CG des angles 
de réfra£tion C M G ^ en même raifon donnée de 
mïn ; la ligne coufbe H FN que touchent tous 
les rayons rompus ou leurs prolongemens AH, 
M F , D N ( F/^. 1 1 2. P/. 6. ) eft appellée Caujli- 
que par réfraSiion. 

CoROIiLAIRE. 

13 2. Si l'on enveloppe la caustique HFN en 
commençant au point A , Ton décrira la courbe 
A L K telle que la tangente L F plus la portion 
F H de la cauftique fera continuellement égale à 
la même droite A H. Et fi Ton conçoit une autre 
tangente F «?/ infiniment proche de FML , avec 
un autre rayon d'incidence Bniy Çc qu'on décrive 
des centres F , B , les petits arcs M O ^ M R : 
on formera deux petits triangles redangles MKmp 
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^O M qui feront femblables aux deux autres 
M E C , M G C , chacun à chacun } puifque fi Ton 
6te 4es angles droits R M £ , C M m le même an- 
gle EMm j les angles reftans RM;», £ M C 
feront égaux^; & de même fi Ion ôte des angles 
droits G M O, C M w le même angle G M »jr , les 
reftans O M w , G M C feront égaux. C'eft pour- 
quoi Km . O m : : CE . CG : : m * n. Or puifque 
R w efl; la différence de B M , & Om celle de LM; 
il s'enfuit ( Art. g6.) que B M — B A fomme de 
toutes les différences R w dans la portion de cour- 
beAM,eftàMLouAH-7MF — FHfommé 
de toutes les différences O m dans la même por- 
tion A M , comme 177 eft à 72 ; & partant que la 

portion FH=iAH — MF + ^ BA^^BM. 

Il peut arriver différens cas, félon quç le rayon 
incident B A eft plus grand ou moindre que BM, 
& que le rpmpu A H enveloppe ou développe la 
portion H F : mais on prouvera toujours , com- 
me Ton vient de faire , que la différence des ra- 
yons incidens eft à la différence des rayons rom- 
pus ( en joignant à Pun d'eux la portion de la 
cauftique qu'il développe avant que de tomber 
fur Taut.e) comme t?; eft à »• Par exemple , ( F/g. 
112.PI. 6.)BA-.BM.AH — MF — FH:: 

m.n. d'où Ton tireFH= AH— MF -(- -B M 

nt 

~-BA. 

m 

Si Ton décrit du centre B ( Fig^ m. PL 6. ) 
Tare de cercle A P } il eft clair que PM fera la 
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différence des rayons incidens B M , B A. Et 
il Ton fuppofe que le point lumineux B devienne 
infiniment éloigné de la courbe A M D ^ les 
rayons incidens B A, 6M deviendront parallèles, 
& Tare A P deviendra une ligne droite perpen- 
diculaire fur ces rayons. 

PROPOSITION I. 

Problème Général. 

.13 5- La nature 4e la courbe AMD> (F/^^ 
1 1 1 . P/. 6. ) le point lumineux B ^ if le rayon 
incident B M étant donnés • trouver fur le rayon 
rompu M F donné de pofttion ^ le point F où il 
touche la caujlique par réfira&ion. 

Ayant trouvé ( Seâl. 5* ) ^^ longueur MC du ra- 
yon de la développée au point donné M , & pris 
Tare M m infiniment petit ^ on tirera les droites 
Bm 9 Cm j F m $ on décrira des centres B , F , 
les petits arcs MR , MO; on mènera les perpen- 
diculaires CE, Ce, G G, G g fur les rayons 
incidens & rompus ; & Ton nommera les données 
BM,j/} ME , tfi MG, J î & le petit arc 
M R , dx. Cela pofé , 

Les triangles redangles femblables M £ G & 
MR;w,MGG&MOOT,BMR&B(ie,don^ 
neront ME(a) . MG (i) : : MR (^dx).MO 

z= — . Et BM{y) . Bdou BE (y-^a) : : MR 

(</x) . Qe= "-^ — ^. Or par la propriété de 
la réfradion Ce. Cg::CE,CG:i m ,n. Et 
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partant m\n :: Ce — C E ou Q.^ ( ^ =215) . 

Cg — CG ou Sg=:^^^ — 22Lf[. Donc à caufe 
des triangles reftangles femblables FMO&FS^^ 

^, »» ^^ o / bmydx — anydx — aandx ^ 

Ton aura MO — S g ( --^ ) . 

^ ^ amy ^ 

MO(^) : :MSou MG(t) . MF= -—^^ 

Ce qui donne cette conftruâion. 
Soit fait vers CM (^¥ig. 113. P/. 6. ) l'angle 

ECH = GCM, & foit prife vers B , MK=— • 

Je dis que fi l'on fait HK . HE : : MG . MF . le 
point F fera à la cauftique par réfraâion. 

Car à caufe des triangles femblables C G M , 
CEH, l'on aura CG. CE: : « . w: : MG (i) . 

EH = — . D'où l'on tire HE — ME ou HM 

n 

:^J^!Li:ff;,HM— MKouHK^^"^^"^"^"^^"; 

n ny 

&partantHK( ^"'-^~";^-"^"" ).HE(^):: 
MG(6).MF = - ^.tL ^, . 

' bmy — any — aan 

Il eft clair que fi la valeur de H K eft négative , 
celle de M F le fera auflî : d'où il f^it que le point 
M tombe entre les points G , F , lorfque le 
point H fe trouve entre les points K , E. 

Si le point lumineux B ( Fig. m. 1 1 5* P/. 6.) 
tomboit du côté du point E , ou ( ce qui eft la 
même chofe ) fi la courbe Â MD étoit concave da 
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côté du point lumineux B ;^ deviendroit négative 
de pofîtive qu'elle étoit auparavant y & Ton au- 

roit par coniéquent M F = — 



imy -f- any — aan 

ou , — . Et la conftruûion demeurer 

A<ny — any -+• aan 

roit la même. 

Si Ton fuppofc que> devienne infinie : c*eft-à- 
dire ^ que le poiht lumineux B foit infiniment 
éloigné de la courbe AMD; les rayons inci- 
dens feront parallèles entr'eux , & l*on aura M F 

tint 

== 7 — ' _, ■ 9 parce que le terme aan fera nul par 
rapport aux deux autres fc;^y/ , any 5 & comme M K 
( — ) s'évanouit alors , il n'y aura qu'à faire 
HM . HE ::MG.MF. 

Corollaire. L 

134. On démontrera, de même que dans lei 
cauftiques par réflexion, ( Art. 114- ii5» ) 
qu'une ligne courbe AMD n'a qu'une feulç 
cauftique par réfraéfcion y la raifon de m z n 
étant donnée ; laquelle cauflique eft toujours 
géométrique & reéiifiable y lorfque la courbe 
propoféc A M D eft géométrique 

Corollaire IL 

155- S I le point E tombe de l'autre côté de la 
perpendiculaire M G par rapport au peint G , & 
que G E foit égale à G G ; il eft clair que la cauf- 
tiquepar réfra(^on fe changera en cauftiquepar 
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réflexion. En effet oii aura M F ( 7 "^^ — - > 

= ■ ^^" ; puifque m:szzn ^ &i que a devient né- 

gative de pofitive qu'elle étoit , & de plus égale 
à h. Ce qui s'accorde âVec cô qu'oh a démontré 
dans la feélion précédente. 

Si m eft infinie par rapport à t^ ; il eil clair que 
le rayon rompu M F tombera fur la perpendicu- 
laire C M : de forte que la cauAique par réfrac- 
tion deviendra la développée. £n effet on aura 
M F = i , qui devient en ce cas M C : c'eil-à- 
dire , que le point F tombera fur le point C ^ qui 
efl à la développée* 

CoROL£AIK£ m 

136.S1 la courbe AMD eft convexe vers le 
point lumineux B , & que la valeur de M F 

( j 2^! ) foit pofitive ; il eft clair qu'il 

■ bmy-^any — aan ' ^ ^ * 

faudra prendre le point F du même côté du point 
G, par rapport au point M , comme on l'a fuppo- 
fé en faifant le calcul : & qu'au contraire ii elle efl 
négative ^ il le faudra prendre du côté oppofé. Il 
en eft de même lorfque la courbe A MD eft con-« 
cave vers le point B ; mais il faut obferver qu'oa 

aura pour lors M F = ^^ . D'où il 

* bmy — any H- aan 

fuit que les rayons rompus infiniment proches 
font convei^ens , lorfque la valeur de M F eft 
pofitive dans le premier cas , & négative dans 
le fécond ^ & qu'au contraire ils font divergens 

lorf^u'ellc 
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lorfqu'elle eft négative dans le premier cas , & 

pôfitiye dans le fécond. Cela pofé j il eft évident , 

I**. Que fi la courbe A M D eft convexe vers le 

point lumineux B , de que m foit moindre que 

w ^ ou que fi elle eft concave vers ce point > 

& que m fiirpafie n : les rayons rompus infiniment 

proches feront toujours divergens. 

' 2*^. QjLie fi la courbe A M D eft convexe vers le 

point lumineux B , & que m furpafie n j ou que û 

elle eft concave vers ce point , & que m foit moin- 

dre que n : les rayons rompus infiniment proches 



aa 



feront convergens , lorl^ue M K C — ) eft moin- 

hnt Bhi 

dre que MH( ^aona ); divergens , 

lorfqu'elle eft plus grande ; & parallèles , lorf- 
qu'elle eft égale. Or comme M K = ^ , lorfque 
les rayons incidens font parallèles , il s'enfuit 
qu'en ce cas les rayons rompus infiniment pro- 
ches feront toujours convergens. 

GoaoLLAi&Eiy. 

1 37. S I le rayon incident B M touche la courbe 

AMD au point M , Ton aura ME (^) = ^; 

& partant M F = î^; Ce qui fait voir que le point 

F tombe alors fur le point G. 

Si le rayon incident B M eft perpendiculaire à 

la courbe AMD, les droites ME (a) & MG 
.. ^2r.) deviendront égales chacune au rayon C M 
^ de la développée; puifqu'elles fe confondent avec 

lui. On aura donc M F == '^ — r > <iui ^^ 

my — ny'jcbn'' ^ 

M 
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vient ' "^ lorfquc les rayons incidens font pa- 

ràBëlés «fttr^eux. ' 

Si \t rayon rompu MF touche la courbe 
^ MD aU point M J'on aura MG ( è ) = <?. D'où 
V-bti voit que la caoftîqne touche alors la courbe 
donnée au point M- 

ÎS îerayonCMde 1a^é^'efoppée eft nul; les 
frottés ME(it), MG(i) feront auffi égales 
iî?efô; &part»nféqtient les termes aan ^ hhmy 
font nuls par rapport aux autres hmy , any. D'où 
il fuit que MF = <?^* & qu'ainfî la cauftiquea 
le point M commun avec la courbe donnée. 

Si; Je rayon C M de la développée eft iniîm ; les 
droites M£(^),MG(i) feropt auffi infinies ; 
& par conféquenc le^ termes bmy , any feront nuls 
paï jappprt aux autres aan , lliTiy : de forte qu*on 

-aura MF= — ^^. Or ( An. i «- ) comme cette 

quantité eft négative , lorfque Ton fuppofe que le 
point F tombe de Tautre côté du point B par rap« 
port A la ligne A M D^ £c qu'au contraire elle eft 
pofitive lorfqu'on fuppofe qu'il tombe du même 
côté ; il s*enfuit^ Art. \ ç^. ) que Ton doit pren- 
dre le point F du même côté du point B , c*eft- 
ù-dire , que les rayons rompus infiniment proches 
fopc divergenr • Il eft évident que le petit arc Mm 
devieiu alors une ligne droite , & que la conftnjp- 
tion précédente n'a plus de lieu. On peut lui fubf- 
tituer celle-ci , qui fervira à déterminer les points 
des cauHiques par réfraélion ^ lorfque la ligne 
A M£) eft droite* 



"" AyàiitmenéBO (Fig. 114. PL 6.) perpen- 
diculaire fur le rayoii_ incident 6M3 & qui reti- 
cbntre en O la droite MC perpendiculaire fui? 
A D i on tirera O L perpendiculaire fur le rayon 
ronfipu MGî & ayant fait Pangle BOH égal 
àrangleLOM, on fera BM- BH: : ML. MF* 
Je dis que le point F fera à îà cauftique par ré-* 
fraction. 

Car les triangles reâangles MEC & MfîO^ 
M G G & M L O feront toujours femblablés dé 
Quelque grandeur que Ton fuppofe G M j & par-* 
tant lorfqu'elle devient infinie ^ Ton aura encore 

ÎJLE(a).MG{b):iBM(^y).ML=ty. Et 
à càùfe des triangles femblablés OL M , O B H ^ 
rt>nauraaufliOL.OB(w./;7):2ML(i2' ) I 

BH = *^. D*où l'on voit que BM(;/).BH 

(*S^):yML^.MF(^). 

. A' 

C O KOX L AI KB Vé 

1 3 8- 1 1 eft clair que deux quelconques des ttôîs 
J)oints B , G j F , étant donnés , on peut faci-*' 
lement trouver le troifiéme* 

159. Soit là courbe AMD (F/^. \\%.Vl. ^.) 
un quart de cercle qui ait pour centre le point C j 
foient les rayons incidens B A , B M , B D pârâl* 

Tieles eiitr^eùx > & perpendiculaires fur C D i fôif 

Ma 
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enfin la raifon de m à » , comme 3 à a , qui eft 
celle que fouffirent les rayons de lumière en paflant 
de Tair dans le verre. Puifque la développée du 
cercle AMD fe réunit en un point C qui en 
eft le centre, il s'enfuit que fi l'on décrit une 
demi-circonférence MEC qui ait pour diamètre 
le rayon C M , & qu'on prenne la corde C G = 
jCE; la ligne M G fera le rayon rompu, fur 
lequel on déterminera le point F , comme l'on 
a enfeigné ci-devant art. 155. 

Pour trouver le point H où le rayon incident 
B A perpendiculaire fur AMD touche la caufti- 
que par réfradtion , Ton aura ( Art. 137-) AH 

( ) =: îtcr: 2C A. Et fi l'ou décrit unc 

demi-circonférence CND qui ait pour diamètre le 
rayon CD , & qu'on {)fenne la corde CN = ^ CD ; 
il eft clair ( Art. l'^j^^ que le point N fera à 
la cauftique par réfradlion , puifque le rayon in* 
cident B D touche le cercle A M D au point \X 
Si l'on mené A P parallèle à CD i il eft vifible 
( Aru 132.) que la portion FH = AH — MF 
— j P M : de forte que la cauftique entière HFN 

= |CA — DN = '7-=^CA. 

Si le quart de cercle A M D ( F/g. 1 1 6. P/. tf . ) 
eft concave vers les rayons incidens B M , & 
que k raifon de ;9i à n foit de 2 à 3 ^ on prendra 
fur la demi-circonférence C £ M qui a pour dia- 
mètre le rayon C M , la corde C G = 1 C E , 
^ on tirera le rayon rompu M G fur lequel on 
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déterminera le point F par la conftruâion gé- 
nérale art. 13;. 

On aura ( Art. 1 57. ) A H ( — ^ ) = -^ 2K 

c*eft-à-dire, que AH fera du côté ( Art. 1 36. ) de 
la convexité du quart de cercle A M D , & dou- 
ble du rayon ^ C. Et fi Ton fuppofe que CG ou 
i G E foit égale à G M ; il eft manifefte que le 
rayon rojupu M F touchera le cercle AMP en 
M j puifqu'alors le point G fe confondra avec le 
point M. D'où il fuit que fi l'on prend CE- } GD, 
le point M tombera au point N où la cauftique 
HFN ( Art. 137. ) touche le quart de cercle 
AMD. Mais lorfque GE furpaffe j CD , les 
rayons incidens BM ne pourront plusfe rompre , 
c'eft-à-dire, paflêrdu verre dans Tair ; p\iifqu'il eft 
impoflîble que G G perpendiculaire fur le rayon 
rompu M G , foit plus grande que G M : de forte 
que tous les rayons qui tomberont fur la partie 
ND fe réfléchiront. 

Si Ton Riene A P parallèle à G D ; il eft clair 
( Art. 132.) que la portion F H = A H — MF 
-f- ^ P M : de forte que menant N K parallèle à 
G D , la cauftique entière HFN=^2GA + 

Exemple II. 

.140. Soit la courbe AMD (F/g. 117. PL 6.^ 
une logarithmique fpirale qui ait pour centre le 
point A , duquel partent tous les rayons inci- 
dens A M. 

M s 
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Il eft clair ( Art. 91.) que le point E tombe 
fur le point A , c'eft-à-dire , que a =:^. Si donc 
Von Tpet à la place de a fa valeur y dans 

, ^^^^^ — ! — valeur ( Art. 1 5 5. ) dç M F lorf- 

que la courbe eft concave du c6té du point lumi*»- 
neux î on aura M F = i j d'où l'on voit que le 
point K tombe fur le point G. 

Si Ton mené la droite AG, & la tangente 
M T j Tangle A G O complément à deux droits 
de l'angle A G M , fera égal à l'angle A M T. Car 
le cercle qui a pour diamètre la ligne C M , paf- 
fant par les points A&G, les angles A GO, 
A M T ont chacun pour mefure la moitié du mê- 
me arc AM. Il eft donc évident que la cauftiqùe 
AGN eft la même logarithmique fpirale que 
ja donnée AMD , £( qu'ele n'en diffère qu^ 
P*r fa pofition. 

PROPOSITION U. 

Problème. 

^41. La caujliquc H F ( F/g. 1 1 8, P/, S. ) par 
réfraSlion étant donnée avec fon point luwineux 
1^ , Ù la raifbn de va an ^ trouver une infinité de 
courbes telles que A M , dont elle foit caujiiquç 
par réfra&ion. 

Ayant pris à difçrétion fur une tangente qud-^ 
conque H A , le point A pour un des points de 
la courbe A M , on décrira du centre B & de 
Tintervalle B A Tare de cercle AP , & d'un autre 
ifltÇfY^^lle quelconque BM m autre î^rc de cercle j 



[ 
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Se ayant pris A E = ~ P M , on décrira eh cnvc^-' 

loppant la caufliqùe: H F une ligne courbe E M > 
qui coupera l'arc de cercle décrit de rintèrvsllâ 
B M , en un point M qui fera à la courbe chero^& 
Car ( Art. 1 3 a* ) P M . A £ ou M L : : m • 97. 

* * li 

Autre solutioiï. 

142. On cherchera fur une tangente quelconque 
F M , autre que H A , le point M telque H ^4-» 

FM + ~BM=HA + ^ BA, Ceft pQwqu©» 



ftt m 



fironprendFK = ^ B A.-+.AH — FH , dç 

m 

qu'on trouve fur F K un point M tel que M K =::; 

- B M , il fera ( Art. 132.) celui qu on cherche. 

Or cela fe peut faire en décrivant une ligne cour- 
be G M ( Fig. 1 1 9. P/. 6. ) telle que menapt d'uu 
de fcs points quelconque M aux points donnés B , 
K , les droites MB, M K , elles ayent loujourf 
entr'elles un même rapport que 1^ à nA\ i>'eil donc 
queUion que de trouver la nature de ce liep, 

Soit pour cet effet menée M R perpendiculaire 
fur BK , & nommée la donnée BK , ^ ; & les in- 
déterminées BR^ x; RM ,>• Les triang les r^ - 
tangles BdM , KRM donnerom BM = V^^-^yy^ 
& KM = |/tftf t_ ^axr^ XX ^yyi dc forte qj« 
po ur rempl ir la condition du Problêipe, l'ea fturd 

V^^x-^-yy . yaa^'^zaX'^ix-^yy* '. m % ti. D'OU 

Ton tire vy==: -1 ^ -^ — xx y qui- ék 

... •^'•^'•' ' M4 ^ ■ - 
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un lieu au cercle que Ton conftruira ainfi. 



SoitprifeBG=-^,&BQ = -îîîî-. 3 & 

ibit décrit du diamètre G Q. la demi-circonférence 
GMQ.: je dis qu'elle fera Je lieu requis. Car ayant 

QRouBQ — BR = -22 x, & RG ou 

BR-r-BG=:x — } la propriété du cer- 

cle y qui donne Q R x R G= RM* y donnera en 

- 2ammx — aamnt 

termes analytiques x>'= xx. 

* * nun — 71/1 

Si les rayons incidens BA, BM (^ig. 1 20. VI. 6.) 
font parallèles à une droite donnée de pofition , la 
première folution aura toujours lieu ; mais celle-ci 
deviendra inutile , & on pourra lui fubftituer la 
fiiivante. 

Soit prife FL=:AH — HF;& ayant mené 
L G parallèle à AB & perpendiculaire fur AP, on 

prendra LO=:— LG, &on tirera L P paral- 
lèle à GO, & PM parallèle à GL. Il eft clair 
( Art. 131-) que le point M fera celui qu'on cher- 

che; car puifqueLO=: — LG, ML= — PM. 

m • m 

Si la cauftique F H par réfraâion , fe réunit en 

un point 9 les courbes A M deviennent les Ovales 

de Defcartes , qui ont fait tant de bruit parmi les 

Géomètres. 

G01101.J.AIKE I. 

143. O N démontre de même que dans les cauf- 
tiques par réflexion ^ ( Art. 1 30. ) que ks cour^ 
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bes A M font de nature différente entr'elles , & 
qu'elles ne font géométriques que lorfque la cauf- 
tiqueHFpar réfraftion eft géométrique & rec- 
tifiable. 

COROXLAIRE H. 

144. \J N E ligne courbe A M ( F/g. 1 2 1 . P/. 7. ) 
étant donnée avec le point lumineux B , & la 
raifon de m à » ; trouver une infinité de lignes 
telles que DN , enforte que les rayons rompus 
M N fe rompent de nouveau à la rencontre de 
ces lignes DN pour fe réunir en un point donné C. 
Si Ton imagine que la ligne courbe H F foit la 
cauilique par réfraction de la courbe donnée AM, 
formée par le point lumineux B ; il eft clair que 
cette même ligne H F doit être auflî la cauftique 
par réfraôion de la courbe cherchée D N , ayant 
pour point lumineux le point donné C. C'eft pour- 

quoi(^rM32.)^BA + AH=£BM-hMF 
+FH,&NF^-FH^-^NC=:HD— ''DC; 
& partant-B A H^ A H = - B M -f-M N+HD 
DCh — NC;& tranfpofant à l'ordinaire , 

Ht fit V. \ 

-BA--BM+ " DC-t-AD = MN-»- 

fit Ht tit 

« 

— N C. Ce qui donne cette conftruftion. 

Ayant pris à difcrétion fur un rayon rompu 
quelconome A H le point D pour un de ceux de la 
courbe cnerchée D N 3 on prendra fur un auu e 



^ 
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rayon rompit quelconque M F la partie M IC 

iBA — ^BM +-DC+ADî &ayaattroii- 

vé , comme ci-deflus ( Art. 141. ) , le point N tc4 

que NK =- NC, il eft clair {Art. iji.) 

qu'il fera à la courbe D N. 

CoHOtLAIRE GeNÉKAI.. 

Pour les trois SeSlions précédentes* 

J45.1l eft manifefte (^r/. 80. 85. 107. 108. 
114. 115. 128. (29. 1^4. 143.) qu'une ligne 
courbe n'a qu'une feule développée , qu'une feule 
cauftique par réflexion , & qu'un feule par réfrac- 
tion , le point lumineux & le rapport des finus 
étant donnés , lefquelles lignes font toujours 
géométriques ôcreftifiables lorfque cette courbe 
eft géoniétriqu^ Au lieu qu'une même ligne 
courbe peut être la développée , & l'une & Tautre 
cauftique dans le même rapport des finus y & 
dans la même pofition du point lumineux y com- 
mune à une infinité de lignes très différentes en^ 
tr'elles , & qui ne font géométriques que lorfque 
cette courbe eft géométrique & reâifiable ( Con^ 
fulte\ la Note cinquante-deuxième. ) 



-s»,^ 
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SECTION VIIÏ. 

Ufagedu Calcul des différences four trouver les 
points des lignes courbes qui touchent une infi-' 
nité de lignes données de pofttion , droites au 
çourhes. 

PROPOS IT ION I- 
Problème. 

^ ^ Oit donnée une ligne quelconque A M B « 
^^ *l^ ( Fig- 122, PL 7. ) qui ait pour axe la 
droite A P ; foient de plus entendues une infinité de 
paraholes AMC, AmC, qui paient toutes par 
le point A y Û qui ayent pour axes les appliquées 
P M , p m. i/ faut trouver la ligne courbe qui tou^ 
çhe toutes ces Paraboles. 

Il eft clair que le. point touchant de chaque 
parabole AMC eft le point d'interfedtion C oïl 
la parabole A w C , qui en eft infiniment pro- 
che , la coupe. Cela pofé , & ayant mené C K 
parallèle à MP, foient nommées les données 
AP , x; PM,^; & les inconnues AK, «* 
K C , ^. On aura par la propriété de la parabole % 
ÂP*(xx).FR*(«tt — lùx + xx):: MP (^). 
MP — C K ( j — < )• Ce qui donne ^xx = 2uxy 
— ' ^Hy » qui eft réquation commune à toutes les 

})araboles y telles que AMC. Or je remarque que 
es inconnues AK (»)& KC (^) demeurent 
les inêmes , pendant que les données A P ( x ) 
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& P M (j^ ) varient en devenant Ap 8c pm^Sc 
qu'il n'arrive que K C ( zi ) demeure Ja même 9 
quelorfque le point C cd celui d'interfeâion : 
car il eil vifible que par tout ailleurs la droite KC 
coupera les deux paraboles A M C , AmC en 
deux diffërens points , & qu'elle aura par con- 
féquent deux valeurs qui répondront à la même 
de A K. Ceft pourquoi Ci Ton traite 11 & ^ comme 
confiantes , en prenant la différence de Téqua- 
tion que Ton vient de trouver , on déterminera 
le point C à être celui d'interfe^tion. On aura 
donc i^xdx = luxdy -f- luydx — uud}^ : d'où l'on 

. I,. A TT / V 2xxdy — 2yxdx 

tire Imconnue AK (» ) = — 7^ ^ — en 

^ ^ xdy -— 2yix 

mettant pour ^ fa valeur ^"^^ ^^^ } & la nature 

de la courbe A M B étant donnée , on trouvera 
une valeur de dy tndx^ laquelle étant fubflituée 
dans la valeur de A K , cette inconnue fera enfin 
exprimée en termes entièrement connus & déli« 
yrés des différences. Ce qui étoit propofé. 

Si au lieu des paraboles AMC, on propofoit 
d'autres lignes droites ou courbes dont la pofîtion 
fût déterminée, on réfoudroit toujours le Pro- 
blême à peu près de la même manière : & c'eft 
ce que Ton verra dans les Propofîtions fuivantes. 

£ X £ M P L B. 

1 47. Q xf E réquation xx = 4/9^ — ^y exprime 
la nature de la courbe A M B : elle fera une demi- 
cllipfe qui aura pour petit axe ,; la droite A B 
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= < perpendiculaire fur A P » & dont le grand 

axe fera double du petit. . . 

On trouve xdx = ^ady —/^dy ; & parunt AK 

( ^'""^y - ^ V^* >v — fiî =^ «. D'où il fuit que fi 

xdy — 2.ydx ' J . 

l'on prend AK quatrième proportionnelle à MP, 
P A , A B , & qu'on inene K C perpendiculaire 
fur A K ; elle ira couper la parabole A M G au 
point cherché C. 

Pour avoir la nature de hi courbe qui touche 
toutes les paraboles * ou qui paffe par cous les 
points € arnfi trouvés, on cherchera l'équation 
^ui exprime la relation de A K ( » ) à K C ( K ) c** 

cette forte. Mettant à la place de « fa valeur 



y 

dans ^xx = ^uxy--uuy , l'on en xixzy z, 



aa 



au 



& partant x oit^ = • Si donc Ton met ces 

valeurs à la place de x & j/ dans xx = â^y — ^y\ 
on formera Téquation uu =z ^aa — 4^^ où x & ^ 
ne fe rencontrent plus , & qui exprime la relation 
de AK à KC . D'où Ton voit que la courbe cherchée 
eft une parabole qui a pour axe la ligne B A, pour 
fommet le point B , pour foyer le point A , & dont 
le paramétre par conféquent eft quadruple de AÇ. 



aa 



On vient de trouver v= , d*où Pon tire 

^ 2a — i 

K C ( < ) = 2^2lZlff . Or comme cette valeur eft 

pofîtive lorfque 2y furpafle a , négative lorfqull 
eft moindre 3 6c nulk lorfqu'il lui eft égal : il s*en- 
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itiit (|]ie itt^int touchant C tombe au-deflujs àe 
' AP dans le premier cas , comme Pon a voit fuppo- 
fé en faifant lé calcul ; au defTous dàiis le fécond ^ 
Se enfin fur A P dansr le troifieme. 

Si l*on mené la droite A C qui coupe M P eu G $ 
je dis que MGr=BQ^ & que le point G eft le 



a » 



foyer dé la parabole A M C Car i ^^ A K ( — ) 



KC(^21IZf?):: AP(x).PG=:2y— iï. 

partant M G = ^ — > == B Q. 2^* Le paramètre de 
la parabole A M C , eft = 4^ — 4^ en mettant 
jpour XX fa valeur /^ay — ^y j &. partant M G 
\a — y ) eft la quatrième partie du paramètre: 
d*où Ton voit que le point G eft le foyer de la pa^ 
rabole i & qu'ainlî l'angle BAC doit être divifé 
en deux également par la tangente en A. 

il fuit de ce que le paramètre de la parabole 
A M C eft quadruple de B(X, que le fommet 
M tombant en A , le paramètre fera quadruple 
de A B , & qu'ainfî la parabole > qui a pout 
fommet le point A , eft afymptotique de celle qui 
pafle par tous les points C, 

Comme la parabole B C touche toutes les para- 
boles telles que A M C ; il eft clair que toute» 
ces paraboles couperoat la ligne déterminée A G 
en des points qui feront plus proches du point 
A que le ppint C. Or l*on démontre dans la Ba- 
liftiquc ( en fuppofant que A K foit horizontale) 
que toutes les paraboles, telles que AMC , mar^ 
quent le chemin que décrivjsnt en l'air des Bom** 
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bcs qui feroienc jettées pat un Mortier placé en 
A dans toutes les élévations poflîbles avec la mê- 
me force. D'où il fuît que fi l'on mené une droite 
qui divife par le milieu Tangle BAC; elle mar- 
quera la polîtion que doit avoir le Mortier , afin 
que la Bombe qu*il jette , tombe fur le plan 
A C donné de pofîrion , en un point C plus éloi- 
gné du Mortier , qu'en toute autre élévation. 

PROPOSITION II. 

Problème. 

148 .^J> OIT donnée une courhe quelconque AM^ 
( Fig. 123. Pl*^.) qui ait pour axe la droite A P ; 
trouver une autn courhe B C telle qu ayant wené 
à difcrétion V appliquée PM , if la perpendicu^ 
laire P C ^ cette courbe , ces deux lignes P M , PC 
foiem toujours égales entr elles. 

Si l'on conçoit une infinité de cercles décrits 
des ccDCres P , ^, & des rayons PC, f C égaux 
à P M , pmry il eft clair que la courbe cherchée 
B C doit toucher tous ces cercles , & que le point 
tOBcbant C de chaque cercle eft fe point d^inter-^ 
feôûsci où le cerde qui en efl infiniment proche » 
le coupe. Gela pofé , foit menée C K perpend^cu^ 
laire fur A P ; foient nommées les données & 
variables A P , x j P M ou P C , j^ ; les inconnues 
& confiantes A K , « i K C » ?: ; & l'on aura par 
la propriété du cercle fc* = PK* + KG* , c'eft-à- 
dire , en termes analytiques yy=zxx — 2!^x+ 
uw^ t< ^ ^ ^ft réquation commune à tous ces 
cercles , dont la différence eft ^yày = ixdx — 
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aorfx: d*où l'on tire PK(x—o)=^ ; ce qui 

donne cette conftniâion générale. 

Soit menée M Q perpendiculaire à la couibe 
AM; & ayant pris PK = PQ, foit tirée KG 
parallèle à P M : je dis qu'elle rencontrera le cer- 
cle décrit du centre P & du rayon P C=P M au 
point C 9 où il touche la courbe cherchée B C. 

Ce qui eft évident ; puifque P Q =^^- 

On peut encore trouver la valeur de P K de 
cette autre manière. 

Ayant mené P O perpendiculaire fur C p » les 
triangles reâangles p O P ^ P K C feront (asAAz- 
blesi & partant ?p (rfx).Op(4K) : : PC 

Lorfque P (1= P M , il eft dair que le cercle 
décrit du rayon PC, touchera KC au point K; 
de forte que le point touchant C fe confondra 
avec le point K > & tombera par conféquent fur 
Taxe, 

Mais lorfque P Q. furpaffera P M > le cercle 
décrit du rayon P C ne pourra toucher la courbe 
BC ; puifqu'il ne pourra rencontrer la droite 
K C en aucun point» 

E X B M p L B. 

149* S ^^^ la courbe donnée AM» (,Fig. i2j. 
VI. 7. ) une parabole qui ait pour équation ax = 
jy. OnauraPQ ou PK(x — u ) = ;«; & par 

conféquent x = î a + « , 6c jy = j oa H^- ^ à 

caoft 
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caufe du triangle redtangle P K C. Or fî l'on met 
ces valeurs dans ^x = ^jy , on formera Téquation 
^aa -^ûu =.^aa -+- ^^ om \aa 4- au = XX ^ quî 
exprime la nature de la courbe BC D'où il eft 
clair que cette courbe eft la même parabole qû'd 
A M i puifqu*elles ont l'une & l'autre le même 
paramètre a , & que fon fommet B eft éloigné du 
îbmmet A de la diftance B A = ^ i^. . 

PROPOSITION IIL ^ . 

' . *\ 

Problème. 

150. OOIT donnée une ligne courbe quelconque 
AM , {Fig. 1 24. PI. y.) qui ait pourdiamhre là 
droite A P , éX dmt les appliquées P VI , pm foienipa^ 
ralkles à la droite A d donnée de pofition * payant 
tnené M Q , tnq parallèles à A P , fdtent tirées les 
droites PQjC, pqC On demande la courbé AC qui 
a pour tangentes toutes ces droites : ou , ce qui ejl 
la même chofe , il s^agit de déterminer fur dhaquê 
droite P Q,C le point touchaut C. 

Ayant imaginé une autre tangente pdiQ \ti^ 
finiment proche de P Q C , & mené C K parallèle 
à AQ, on nommera ks données & variables AP^ 
X ; P M ou A Q,, j/ ; les inconnues & conftàûtes 
AK,«^5KC,<5& les triangles fcmblàbles PAQ, 
P K C donneront A P ( x ) . A Q (;^ ) : : P K^ ( « 

+ tt ) . KG ( < ) =z:y -♦- ^ . qui eft Téqpatiofi 

.conEtmune à toutes les droites » telles ,qtie K Ç. Su 

différence eft 4y ^ i^^tziZif ^ o- , . dV)ù loa 

W9ff - - . 
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tire A K ( « ) =r .^^ ^ . . Ce qui àotïtit cette 

conftruâîon générale. 

Soit menée la tangente MT , & fo^ prife AK 
troifieme proportionnelle à A T ^ A P; : je dis que 
ù Ton mené K C parallèle à A Q , elle ira couper 
la droite P dC au point cherché C. 

CarAT(2±^:^). AP(x)::AP(x) . 

"""^ ydx — xiy* 

£xbmplbL 

içi.SoiT la courbe donnée A M , ( F/g. 1 24. 

VU 7. ) une parabole qui ait pour équation ax z=z 

yy. On aura A T ::= A P ^ d'où il fuit que A K 

( ir ) =r X , c'eft-à-dire , que le point K tombe 

fur le point T* Si Ton veut à préfent avcûr une 

équation qui exprime la relation de AK(fi)à 

KC C^)î on trouvera KC(:ç)=i2j/ , puifque 

Ton vient de trouver que P K eft double de A P. 

Mettant donc à la place de x & >^ leurs valeurs 

ii&ïidansiiix==y^, on aura ^u = x?^ : d*oè 

l'on voit que la courbe A C eft une parabole 

,qui a pour icmmet le point A , & pour paramé- 

^tre une ligne quadruple du paramètre de la para- 

|)Ole A M. 

ÊxekfxbIL 

152. S 1 T la courbe donnée AM , ( Ffg. 115. 
P/. 7. y un . quart de cercle B M D qui aie pdOr 
jçetttrele point A ,. & pour rayon la l^ne A B ou 
À D, que j^appelle a. 11 eft clair que P Q eft tou- 
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jours égale au rayon ÂM^ou AB , c'eft*à-diré^ 
<}u*élié eH pâf-tout là ffiême : de forte 41I6 Hh 
peut concevoir qiîe fet extrémités P 9 Q giiflent le 
long des côtés B A , A D de l'angle droit B A D. 

On aura A K ( « ) = ~ , puifque A T =2 ~ ; & 

les parallèles ît C , A Ordonneront A P (x ) . PQ 

(il ) : : A K C~ ) Q C =^. D'oà l^on voit que 

pour avôi# le pôi&t touchant G i \\ n'y a qu à preii<> 
dre QC troifieme ^roportionrtelle àP(^& A P. 
Si Ton cherche l'équation qui exprime la nature 
de la courba E C D ^ oh tfouv6#it celle^^ci y 
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1 5 ?. S I l'oii veut cnércKér le rapport de fa por- 
tion D C dé la courtfe B C D à fa tangente C P > 
l'oA imaginera ùiié autre tangente cp infiniment 
jJtàche dêCP; & ayant décrit du centrtf G le petit 
itcfÙ^ l'on auracp — CP ouO^p — Cr==i 

— ^— • ^ f)ôi*r la di^entl^e éd € Paà Tn?!; ? ^ : 

doîl ton rire 6c = Ô P ^ — . Or à caufe des 
triangles reâiangies femblables Q;P A , ?pO, l'on 
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& pari^"iit Ce = 2^ = D C — De. 11 eft donc 
manifeftc qu'en quelque endroit que Ion prenne 
lé ^oint C , l'on aura toujours D C — D c ( -^) • 

■Çp iJf p ( ,H^ ) : : 3 . 2. D'où il fuit que la 

fomme de toutes les différences D C t— D f "qui ré- 
pondent à la droitePD , c*eft-à-dire, (^r^ 96. ) 
la portion D C de la courbe B C D > éft à la fom- 
me de: toutes les différences CP — cp qui répon- 
dent à ta même droite PD , c'efl-à-dire ( '^rt. 
,5$.) à la tangente CP : : 3 . 2. Et de même que la 
courbe entière BCD eii à fa tangente BA : : 3 . ». 

COKOLLAIRE IL 

1 54- S I l'on développe la courbe B C D en com- 
mençant par le point D^ on formera la ligna 
courbe D N F telle que C N . C P : : 3 . a. puifque 
ÇN eft toujours égale à la portion DC de la 
courbe 3 CD. D'otiir fuit que les fefteurs femr 
l^lables ÇNw , CPÔ font entr'eux: : 9 . 4. & 
partant que refpàjCe DCN renfermé par -les ^cow^ 
bes pC;'l>N;i & par la droite C'N qui' e|l 
tangente en (i , & perpendiculaire en N, eft à 
l'eïpace D C P rèhfiâ/mé»par la courbe D C , & par 
les deux tangentes DP , CP , cetmne 9.^4. 



CoROlLAIRE III. 



^É centre de pefanteur du fefteûr CN^» 
-àmt ëtrëJritué(url'>tcP O i puifque Ct' ='y CN. 
£t comme, cet arc eft infiniment petit ,11 s'en- 
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f^îf^ue ce tf?nti[e4^itêtre fur la droite -A I^î ^ 
partant que le ceny© <1«^ pef^nX^Mt des e/paçe^ 
D C N , B D F q*ii font cornpo% 4e tous ces .îect 
teurs, doit être fur cette^drdkte A D : à^ fotte 
que fi Tond^criVoît de rautre-c^té jde B|<I un^ç 
figure toute pareille à BDF\ le centte^4^\-xpq^ 
fanteur de là .figure entière ferôit^au pqint A- 

ï 5 ^- A* f aufe xles triangles ^e^a^gh^ Çsmhhbt&t 
PqA, p? q,. .'l'on aura ?(lla).. A<l'ç(im 

à estùîe des^ fèôêurs fembliiWeB^GPOl, .GNT* L 
TotlAura auffiCf» itÊN ,:oû a ;:3^:^fa( ir'TH^K 

N« = r^'V/'—'!' . Or le reaangle MP^cPp ^ 

c'eft-à-dire, ( A rt. 2. ) l e petit efpace drcûlaire 
M P frm = ^/x 1/441 — XX. 0)E^ ^ aaira; dortc \JtB'x. 
Nw tiz|MPpw: d'où il fuit que la portion N D 
de là 'coùrbfe Di^'F étant multipliée par lé rayoa 
AB , feft fefquialtété du fegnieht prèu aireT)MP^ 
& qtie la couche, wtiére D R£„eft égale auxtrois 
quarts de B M D , quatrième partie de la circonfé- 
rence .du cercle. .'., . .,î ..' > - • . . 

* • ■ 

;. . PKOPOSITION IV. 

P R O B' L É M È. ç ' i 

1 5 7- S o I T donnée une emrfe "quelconque A M , 

i^Fig. 126. r/. 7. ) qui ai$ pour axe la droite 

N 5 



/ 
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AT ^ èf fêtent entendues une infinité de perpen^ 
diculaires M C , m C à cette éeU^e. On demmndç 
la èqufhe qui a pour tçngentet tatites ees perpen^ 
dièùiaires : eu ce qui efi U même ehofe , il faut 
trouver fur chaque perpendiculaire M C /r point 
touchant G. 

Ayant imagifié une autre perpendiculaire m C 
infiniment précise dç MÇ> avec ^ine appliquée 
MP , l'on mènera par le point d^intcrfe^ion Ç les 
drp.ites C% perpendicuUire, & CE parallèle à Taxe : 
ayanténfuite nommé les données & variables AP, 
Xi P M 9 >^ > les inconnues 6c conftantçs A K , |i ; 

KC,^ironauraPQ;:;=:^^, PK ou CE^u 

^Xf M E îxr^ 4-x } & les triaiîgles reftangles 
femblables M P Q , M E C donneront MP (;/ ) . 

Pa(^):: ME(, + OEC(«~.x) = 

ZJL^^SJi. qui efi une é(]|uation commune à tou- 

|« lç5 perpendiculaire? telles que M C, 5c dont !i^ 
oi|fcrtficç ( en iVppDfant dx confiante ) do^ne — 

d^^^^> ^ ÎJ-^-^- "^ : d'où Ton tire ME (^+j.) 

esg, . ,., M , , y . . .. Or la nature de la courbe A M 
étant donnée , Ton aura des valeurs de dy^ & ddy 
en d?C% lefquelles étant fubftitgiées dans» ^"^/ - > 
doniiçrojit powr M ^ uî^e valeur entiér^n^ent çpnr 

«U6 ^ d^Uvréi^ d«^ di]férçnce«. Ce ^u.i AtQît pro^^piét 
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..Il eft évident que la courbe qui pafle p^ijr 
tous les points C , eft la développée de la courb<ï 
AM; ^ comme Ton en a traité exprès dans 
la Seâion cinquième , il feroi^ inutile d'en donn^ 
ici dès exemples nouveaux* 

PROPOSITION V- 

Problème. 

D. . % > 
EUX lignes quelconquer AM » BNT 
( Fig. 1 27. PI. 7. ) étant données avec une ii'gne 
droite M N qui' demeure toujours la même ^ ùH 
fuppofe que les extrémités M , N de cette ^igne 
gliffent continuellement le long des deux autres y 
Ù l*on demande la- courbe qu'elle touche toujours 
dans ce mouvement. ^ 

Ayant mené les tangentes MT , NT, & 
imaginé une autre droite mn infiniment prophe 
de M N , & qui la coupe par conféquerit a^ 
point C où elle touche la courbe dont. 11 s'agît 
de déterminer les points. 11 eft clair que la droite 
M N ^ pour parvenir en 72772 , a parcouru pat fès 
extrémités les petites portions M 1»', N» Jcs 
lignes A M, BN, lesquelles font ce mmune s^t 
caufe de leur infinie petiteflc , aux tangentes 
TM, TN : de forte que Ton peut concevoir 
que la ligne M N pour parvenir d^ns la fituation 
în^niment proche mn , aitgliffé le longdeidroitcs 
T Jyi > T JN données de polïtion- \' . 

Cela bien entendu , fbient menées fut N 1Ç les 
penpendiculaures- M P > CK » foient nommées Icg 

N4 ■ 



y 
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doniiées & variables T P , x ; P M , j/ ; les incon- 
^luesôc confiantes TK , a ,• KG Wi & la donnée 
3WN qui demeure par- tout la même ^ tf. Le tri an - 
•gle rtétangle M P N donnera P N = \/aa — y y 5 
& a caufe des triangles femWables NPM , NKC , 
ronauraiNP(v^4a^7/) . PM (;/) :: NK 

( « — ^— i/^r-^^ • K c (^) =^^— / , 

^pnt la diff r^nce donne /y^^^/j^ — aaxdy ^-^aaydx 

H^y^dk '=: aad'y — yyIy\/Ml^—yy • à'oÙ Cri faîlant 

,|/^a.— >7 = f^ pour abréger , l'on tire PK (u — ;r ) 
::is-. ^ . — =i-i- nr en mettant pour 

\ • uddy ' . \ aa 

y 4^ fa valeur x^ , à caufe des triangles fembla- 
blçs ^RM , M P T ; & partant MC = '^'^:y^^^ . 

jpf /qui dofxne cettç çonftruftion. . 
7.*^$oit menée T E . perpendiculaire fur MN,.5ç 
foix prjfe M C == N E : je dis que le point G feja 
cpljiit qi^'on cherche- Car à caufe des triangjes rçc- 
Js(ngles femblables M N P , T N È , Pon aura MN 
'(a>.NP (w);:NTf;^+x).NE ouMC 



niffi "+- nix 



' ^ Autre manière. Ayant mené TE perpendicu-? 
ïairc fîir.M N , & décrit du centre C les petits arcs 
W S ,; N O , on nommera les données NE, r ; 
^3E-T is î M N 3 ai &ç l inconnue CM,/.. On 
aurj S m ou O 77 =: ^/r ; & les triangles rçftangles 

ïembl^bles MET&wSM, NET & »ON, 
CiHS&CNO donneront ME(r — «).£T 
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■( j.) ::mSldt). S M^=';^. . Et N È" (r ) . 
(_fi±. ) . M S(-^ ): : MN (a). MG (f) =: r. 

rr — ar ^ ^ r — af 

Ce qui donne la niême conftrudtion que ci-deflus. 
Si Ton fuppofe que les lignes A M , BN foicnt 
des4roites qui faflent entr'elksun angle droit* il 
cft vifible que la courbç cherchée eft la même 
que celle de Tart. 152.^ 

PROPOSITION VL ' 

Problème, 

159S0IENT données trois lignes , quelconques 
L, M , N; {Fig. 128. PL 7. ) eb' foient enten^ 
dues de chacun des points lia ^\ de la ligne -L deux 
tangentes L M éX L N , Im ér In , aux deux courbes 
M é'' N , une a chacune. On démande là quatrième 
courbe C , qui ait pour tangentes toutes les droites 
M N , mn qui joignent les -joints touchons des 
courbes M > N, 

Ayant tiré la tangente LE , & mené par un de 
fes points quelconque E les perpendiculaires E F ^ 
E G fur les deux autres tangentes M L , N L , 
on concevra que le point / foit infiniment près 
du point Lj on tirera les petites droites LH, 
IjK perpendiculaires fur tnl^ ni* comme aufli 
les perpendiculaires MP 5 mV , NQ, wQ fur 
les tangentes ML , w/ ^NL , ni , lefquelles 
perpéndiculairss s'entrecoiipem aux points P & 



• •■ 
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Q^ Tout cela formera les triangles reâangl^ 
femblables EFL , & LH/ / EGL & LKi; 
comme auili les triangles h M H 8cIA?my LnK 
& NQ» reâangles en H & m yK 6c N , qui fe* 
ront femblables entr*eux , puifque les angles LMH^ 
M? m étant joints l'un ou l'autre au même an- 
gle P M m , font un droit. On prouvera de même , 
que les angles LnKj N Q » font égaux entr'eux. 
Cela pofé , on nommera le petit côté Mm du 
polygone qui compofe la courbe lA^ du ; 8c les 
données £F , m; EG, » $ MN ou mn ^a ; ML 
ou mlj &iNL o\xnl^ c; MPQuiffP,/j NQ. 
ou » Q , g ( je prens ici les droites M P , N Q pour 
données ^ parce que la nature des courbes M , N 
étant donnée par la fuppofîtion , on les pourra 
toujours trouver (^Art. 78. ) j & l'on aura » i^. 

MP(/).ML(&)î:Mw(/^(i).LH=y. 20. 
EF(»).EG («)::LH(^) . LK=;=^. 

î=? "f^* 4*- ( menant M R pawUçle à NL ou «/) 

7»/(i)./«(c)::wM(^«;. MR = ^ 50. 
MRh-N»('-^^-^).MR(^^ : : MN 

(«) . M C = '-^^^^. Ce qu'il falloit trouvet. 

Si la tangente EL tombait fur la tai^^te ML» 
il eft clair que £F (m ) deviendioic ouUe ou sero 5 
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tt partant que ^e point cherché C tomberoit fur 
le ^int t^. De même fi la tangente £ L fe con^ 
fondoit avec la tangente L N , alors E G ( n ) de^ 
viendroit nulle , & Von auroit par conféquent MÇ 
«ss a : d'oà Ton voit que le point cherché C tom^ 
befoit auffi fur le point N. Et enfin fi la tangente 
£L tomboit dans Tangle GLI ; en ce cas EG 
( » ) deviendroit négative : ce qui donneroit alors 

M C = ^^^^ . gc Iç point cherché C ne 

tomberait plus entre les points M & N > roaij df 
part Qu d'âHtrf • 

£ X 6. M P r B I. 

1 6o.S u pp osoN s que les courbes M & N (^Fig. 
I »9. Pi 7.-,) nç faiTent qu'un cercle. II eft clair 
en ce ea$ ^nib mi Çy ^f^;=^g\ ce qui dçnne MC 

= ' ^ . ^ d'où Ton voit quy ne faut alors que 

cçiuper la droiie M N en raifon 4onncç 4e m\ n 
pour *vpir Iç point chçrçhé C j ç'eft-àndi?e , çn- 
fQCte que M C • N C : : m .n^ 

Exemple. IL 

i6i.§upposoMS que les courbes M & N 
foient une Seâion conique quelconque, l^z conf- 
truôion générale fe peut changer en cette autre 
qui eft beaucoup plus (impie , fl Ton fait attention 
à une propriété des Seftions coniques, que Von 
çrouvç démontrée dans les l^ivres qui en traitent : 
(bavoir que fi Ton mené à,t chacun des points 
L , t d'une ligne droite £ L deux tangentes L M 



^304 Analyse • 

&LN9 ImScln à une Seâion conique; tout» 
les droites MN , ?mi qui joignent les points tou- 
chahs , fe couperont dans le même point G, 
par lequel paffe le diamètre A C^ dont le« ordon- 
nées font parallèles à la droite EL. Car il fuit 
delà ,. que pour avoir le point C , il ne faut que 
mener un diamètre qui ait fes ordonnées parai- 
lelès à la tangente EL. 

11 eft évident que dans le cercle , le diamètre 
doit être perpendiculaire fur la tangente E L ; 
c*eft-à*dire , qu'en menant de fon centre A une 
perpendiculaire A B fur cette tangente, elle cou^ 
pera la droite M N au point cherché C. 

R E ^ A R Q V'-Bi r c^ 

162. On peut par le moyen de te Problême 
iFig. 128. P/. 7. ) réfoudre ceiui^i qui dépend 
de^la Méthode des Tangentes. ^ 

Les trois courbes C , M , N ^ étant données , 
on fera rouler une ligne droite MN autour de 
la courbe C , enforte qu'elle la touche continuel- 
lement ,• on tirera par les points M , N , où 
elle coupe les courbes M & N , les tangentes 
M L , N L qui s'entrecoupent en un point L , 
lequel décrit dans ce mouvement une quatrième 
courbe L/. Il s'agit de tirer la tangente LE dé 
cette courbe , la pofition des droites M N , M L j,^ 
N L étant donnée avec le point touchant C 

Car il eft vifible que ce Problême .n*eft que Tîn- 
verfe du précédent, & qu'ici M C eft donnée : ce . 
qu'on cherche , c'eft la raifon de E F , E G , qui 



aura 
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détermine la pofidon de la tangente EX. Ceft 
pourquoi fi Ton nomme la donnée M C , /? ; l'on 

acefm , j» \ i» • bbghn 

— - — ^—7 — zzft : d OÙ 1 on tire;w = — 7= — 7=; 

ccjm -H- ^^^/i tf c^ — ccjhr 

Se par CQnféquent la tangeftte LE doit être telle- 
ment iîtuée dans l'angle donné MLG, que fi Ton' 
mené d'un defcs points quelconque £ les perpen- 
diculaires E F , E G fur les côtés de cet angle , 
elles foient toujours entr'elks en raifon donnée de 
hbgh à accf-r- çcf h. Or cela fe fait en menant MD 

parallèle à N L , & égale à — -tJ^ — tt- 

* ^ accj — ccjk 

Il eft' évident ( /4rr. 161. ) que fi les deux 
courbes M & N ( Fig. 1 29. Pi. 7. ) ne font qu'une 
Seâiôn conique , il ne faudra que tirei: la tan-^ 
genteLE pajrallele aux ordonnées du diamètre 
qui pafTe par le point G; ( Con/hhe^ la Note 5 3^. ) 
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SECTION IX. 

Sthitimi it é^clques Problêiket qm défendent 
det Méthodes prégédtntés* 

PROPOSITION î. 

Proslémë. 

j^ ^ Ol T une ligne courbe AMD ( Fig. 1 30. 

^Op^-7)(AP=^x, PM3zy,AB = a) 
ttUtque la valeur de Pappliifuéeyfaii èxfrimét par 
mne firaSii&n , dont le numérateur tf le dénotniMt^ 
$eur deviennent chacun ^ero lôrfque x ssz a ^ é'tjliu 
dire y lorfqUe le point P tombe fur le foitU donné B. 
On demandé quelle doit être alors la valeur de 
^appliquée BD. 

Soient entendues deux lignes courbes A N B » 
CO B , qui ayent pour axe commun la ligne AB » 
& qui foient telles que l'appliquée P N exprimp le 
numérateur , & TappIiquée^P O le dénominateur 
de la fraâion g^érale qui convient à toutes les 

PMideforteque PM== — p^r— . 11 eft clair 

que ces deux courbes fe rencontreront au point B; 
puifque par la fuppofition P N & P O deviennent 
chacune zéro , lorfque le point P tombe en B. Cela 
pofé , fi l'on imagine une appliquée bd infiniment 
proche de B D , & qui rencontre le^ lignes cour- 
bes ANB y COB aux points f^g; Ton aura bd 
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=2: — T— ^ 3 laquelle ( Art. 2. ) ne diffère pas de 

B D- Il n'eft donc queftion que de troviyer le rap- 
port de Ig \ hf. Or il eft vifible que ht coupée At 
devenant A B , les appliquées PN , P O devien- 
nent nulles^ & que AP devenant A h 1 ellôi de- 
viennent bf^ bg. D'où il fuît que ces appliquées , 
elles mêmes bf, bgy font la différence deâ appli- 
quées en B de ^ par rapport aux courber A N B » 
ç: OB ; & partant que fi fort pteftd la différence 
du numétateur, & qu'on k divife par là diffé-=- 
rence du dénominateur, ^prèd avoir fstit xt^a 
= Afr ou A B , Ton aura la valeur cherchée de 
Tappliquèe M ou BD. Ce qu'il falloit trouVen 

E % ÉM f X *, I. 

clair qUé îorfque H^^à^ lé numéfâf 6Ur te lé dé- 
nominateur dé la fraâion deyietinent égauk ehâ- 
dun à zéro. ,C'eft pôùrqiroi Ton pféndfà la dîtfè-' 

a^dx — 2X î dx aadx 

on la divifera par la différence — ^ — ; dii dénô- 

minateur » après avoir fait xrr^a^ cTeft-à-difer , 
qu^on divifera — ^ f ûdk pir — l^x; ce qtfî donne 
-/-a pour U valeur cnerchéé âeBÏ). 



rence y r^^i\\ '^, :=^*^ -^— — du^ numéfatéur ^ & 



4Ô8 A K A L r s B 

BxehfleII. 

S Ad "— AX ^^ 

oiTj^ = j— ^. On trouve j^= la , 

lorque x = ^. 

On pourroit refondre cet exemple fans avoir 
befoin du calcul des difFcrences , en cette forte. 

Ayant ôté les incoipmenfurab'es y on aura 
aaxx+ zaaxy — axyj^ — za^x -h^ *-*- aaj/y — 2ay ^o ^ 
qui étant divifé par x— ^ , fe réduit à aax — û- 
-♦- jaay — ayj/ =z. o j Se fubftituant a pour x , il 
vient comme auparavant j^z=z2a. 

xa E M M £• 

1 66. 3 G I T une ligne courbe quelconque B G G ^ 
(F/g. 1 3 I. P/- 7. ) avec une ligne droite AE qui 
la touche au point B , if fur laquelle foient marqués 
a difcrétion deux points fixes A, E. Si l^on fait 
rouler cette droite autour de la courbe 9 enforit 
qu^elle la touche tontipuelUtnent ; il ejl clair que 
les points 3^^^ A , E décriront dans ce mouvement 
deux courbes AMD, E N H. Si l'on rnene a pré^ 
fent 13 L parallèle à AB ^ ^ qui faffe par confé^ 
quent avec D |C. ( fur laquelle je fuppofe la droite 
AË lorfqu*elle touche ta courbe BCG f» G) l'angle 
K D L égal à l'angle A O D fait par les tangentes 
en B ^ G ; Ô que l'on décrive comme on voudra , 
du centre D l'arc K F L. 

: J^^/j^«cPK.KFL::AE. AMD±ENri- 

fçavoir + lorfquç le point touchant tombe toujours 

entre les points décrivans , èf — lorfqu'il les laijfe 

toujours du même coté. 

Car 
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Car fuppofant que la droite A £ en roulant 
autour de la ccurBe B C G fôit parvenue dans 
les pofiiicns M G N ^^ mCn infiniment proches 
Tune de l'autre > & menant les rayons D F , D/ 
parallèles à CMi, Ci^ : il eft clair que les fec- 
teurs DFf, GM«, CNn feront femblableS; 
3c qu'ainfi D F^ F/:: CM* M;»:: GN. N»::- 
CM ± CN ou A E . M i?;? ± N «* Or comme cela 
arrivera toujours en quelqu'enàraît que fe trouve 
le point touchant C ^ il s'ehfuit que le rayptik 
D K eft à l'arc KFL , fomme de tous les petits 
arcs F/: : A É . A M D ± ENH , fomme de tous 
les petis arcs Mw ±- N »• Ce qu'il falloit dé^ 
montrer. 

. G O R O X £ Â I à E li • '" 

• •." - » ^ 

L^ eft vifible que les courbes AMÔ ^^ 

ENH font formées parie développement .4e 4* 
même courbe BCG; & qu'ainii la droite Ajp^ 
eft toujours perpendiculaire fur ces deux çqurbfs 
dans toutes les. portions où éUe fe rencontre | 
de forte que leur diftahce eft par^tout la même^i 
^t qui eft la propriété des lignes parallèles. D'où 
Ton yçit qu'une ligne courbe AMD étant doiir 
née 9 oti peut trouver une irifinicé de points dé 
la courbe ENH fans avoir befoîn de fadévô^ 
loppée BGG, en menant autant de perpendic^^:- 
culaires que Ton voudra à cette courbe , % U* 
prenant toutes égales à la droitté; A £• 







m 

3t6 A N'A L 1rs fe^ 

CoaoiLAiRE IL 

^.8- Si la courbe BCG a fes deux moitiés 
BC, G G entièrement femWables & égales y & 
que Ton prenne îeis droites B.A , G H égales* 
emr'etles 9 il eft clair que les courbes A M I>, 
E N.H feront femblables & égales, enforte qu'elles 
né différeront que par leur pofîtion, D*oùil fuit 
que; Ja courbe -A M D fera à Tare de cercle Kkh 
i.i't A E. D K. .c'eft^à-dire , en. raifon donnée. 

PROPOSITLÔ^N IL 

'.Pr o b l éme; ; « ' 

169. Soient deux courbes quelconques AEV , 
BCG, (Fig. r^zrPL 7.) avec une tràijteme AMD y 
telle qu ayant décrit par le développement Je la 
êoàrhâ-^C G uiie^ portion de ^&urbé É M //â rélu'- 
tibn ^es portions - de ^courhés A E , E M , Ô des 
tayhni de là dé^ëtàppêe EC,^ M<j-foit exprimée 
far'' Une é^u^tiôn- quelconque donnée. On propofe de 
inewr^d^uri point-dàntié MifurJa courbe AMD 
UUHgente^M^- , 

- ^ Ayàftt iftiâginé une autre portion de colirbc 
î^i^'Jnfifiimeîit proche de E M , -&^ les rayons de 
là développée <] e F , G f77 R ; Soit , 1°. CH pef- 
|)êfndièulàire fur CE, & qui rencontre en H la 
tangente EH de la courbe AEV. 2^. ML parallèle 
à' CE , & qiii renèontre en L l'arc GL décrit 
du centre M &'<Ju rayon M G. 3^. GT per- 
pendiculaire fur M G , & qui rencontre en T la 
tangente jcjierchée M T, 
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On nommera enfuite les données AB, , x * 
EM.^'i CE, «; GM,Ki CH, x; ER.r; 
rai,rc GL , r:d'où l'on aura Ee^dx , Fe-ou 
Km :=z du ■=:^ dx.\ & les triangles reftangles fem- 
blables e.FE , ECH donneront CE (« ) . C H 

{s)'.'.Ve (^^).FE=^.Et CE («). EH 
(f ): : Ve (^;j). Ec (</x) =~.OrparIeLem« 
mtÇ^Art. i66.) RF — w? = ^ ;& partant RM 

CKI:'' — me, -f-m« — ME -+- Mli — MT) = ^-*. 

4v -+- — . Donc à caufe des trianglcs^ rçûangleç 
femblables m RM , MGT , l'on aura w R (^^ ) . 

RM('4+:î^+4>'):: MG(0. GT= r 



\ 'i 



**" ^^-+- ^ . Mais fi Ton met dans la différence 
de réquation donnée à la place de du Se dx 
leurs valeurs ^r & — , ' l'on trouvera une valeur 

^ u 
de dy txi dT^ ^ laquelle étant fubflituée dans 

^^ , il viendra pour la foutangente cherchée GT 

une valeur entièrement connue & délivrée des 
différences. Ce qui étoit propofé. 

O a 



Si Ton fuppofe que la courbe BG G ( Fig. 1^5. 
PL 7. ) fe réuniflc en un point O ; il cft vifiblc 
que la portion de courbe ME (j^) fe change 
en un arc de cercle égal à Tare G L ( r ) 5 
& que les rayons CE («)» GM {i) de là 
développée deviennent égaux entr'eux : <ie forte 
que G T ^ qui devient en ce cas O T , fe trou- 

tJv 

vera =r/ ■+•/-♦• V^. 

di 

E X £ M P L E, 

170, Soi T^ = -^ ; les différences donneront ^ 
{Fig. 133. Pi. 7.) = ï^fLZl^\ on prend (^rr. 8.) 

' • ♦ ' • 

i — xd7^ au lieu de -♦- xd^ ; parce que x & ^^ croifTant , 
^ diminue ) = ^-^ — ^ , en mettant pour dx fa 

valeur^ ; & partant OT (jz + f-f-^) z= y 

+ ^ 4- -^ ^ = ' y en mettant pour -^ la 

valeur y. 

Remarque. | 

17 ^. Si 1^ point O tombe fur Taxe A B , (F/^r 
134. P/. 7. ) & ^^^^ '^^ courbe AEV (bit un 
Memi-cercle ; la courbe AMD fera une demi- 
roulette 3 formée par la révolution d'un demi- 
cercle BSN autour d'un arc égal BGN d'un cer^j 
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ccle décrit du centre O , & dont le point géné- 
rateur A tombera dehors , dedans y ou fur la 
circonférence du demi-cercle mobile BSN, félon 
q^ue la donnée a fera plus grande , moindre , ou 
égale à OV. Pour le prouver, & déterminer 
en même temps le point B. 

Je fuppofe ce qui eft en queftion , Içavôir que 
la courbe AMD eft une demi- roulette ; formée 
par la révolution du demi-cercle BSN , qui a pour 
centre Je point K centre du demi- cercle AE V , 
autour de Tare BGN décrit du centre O ; & con- 
cevant que ce demi-cercle BSN s'arrête dans la 
fituation BGN, telle que le point décrivant 
A- tombe fur le point M , je mené par 
les centres des cercles générateurs la droite OK 
qui paffe par conféquent par le point touchapt 
G } & tirant K S E , j'obferve que les triangles 
OKE, OKM font égaux & ' femblablcs , puif- 
' que leurs trois côtés font égaux chacun à cha- 
cun. D*où il fuit i^. Que les angles extrêmes 
MOK , ÉOK font égaux j & qu'ainfi les angles 
MO E , GOB le font auflî : ce qui donne GB . 
ME:: OB. OE. 2^ Que les angles MKO • 
E KO font encore égaux ; & qu'ainfi les arcs 
'GN, BS, qui les mefurent , le font auffi : la 
même chofe fe doit dire de leurs xomplémens 
GB , SN, à deux droits ; puifqu'ils appartiennent 
à des cercles égaux. Or par la génération de 1^ 
roulette, Farc GB du cercle mobile èft égal à 
Tare G B de l'immobile. J'aurai donc S N • 

ME:: OB. OE.Cda pofé, 

05 



•ai4 Analyse 

Je nomme les données OV,i;KVouKA, 
c i & Vinconnue K B , t/. J*ai OB = èH-r — a; 
& les feôcurs femblables KEA, KSN me 
donnent KE (r).KS («) :: AE (x).SN 

.Et partant OB(&-4-c — «). OE (k):: 



w*\ tni)T /-.\ ï^*? » 



SN(~).EM(j/) = j— ^î^îi =3^. D'où 

^ c "^ ^ ' bc-^ ce — eu a 

je tire.KB(tt) =:-^ — ^. Il eft donc évident 

. que il Von prend KB = ^5 & qu'on décrive 

des centres K & O le demi-cercle BSN & Tare 
BGN ; la courbe AMD fera une demi-roulette 
d*écrite par U révolution du demi- cercle BSN , 
autour , de Tare BGN , & dont le point décri- 
vant A tombe dehors , dedans , ou fur la cir- 
conférence de ce cercle , félon que K V ( c ) eft 

plus grand , moindre , ou égal à KB ( -^ — ^^) , 

c'eft-Wire , félon que a eft plus grand , moindre , 
ouégaUOV(i). 

CoEOtXAIRE. I. 

ï72,Il eft clair que EM (^). A E (x) :: 
KBxOE («k), OBxKV (ir+cr — ac> 
Or fi Ton fuppofc que OB devienne infinie j 
la droite O E le fera auflî , & deviendra paral- 
lèle à O B, puifqu'elle ne la rencontrera jamais j 
jes arcs concentriques BON, E M deviendront 
4es droites parallèles entr'elles , & perpendicu- 
Ujrçs fur O B , O E ? & alors la droite E M fera 
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à Parc AE:: KB, KV- parce que les droites 
infinies OE , OB ne différant entr'elks que 
d'une grandeur finie , doivent être regardées 
comme égales. 

C0R01.1.A.1RE. IL -- 

173. JL/E ce que les angles MKO , EKO font 
égaux 5 il fuit que les triangles MKGjEKB 
feront égaux & femblables / & qu'ainfi les droitei 
MG , E B font égales entr'elles. D'où l'on vcni 
( Art. 43. ) que pour mener dkin point ddfiné 
M fur la roulette , la perpendiculaire MG , H 
n'y a qu'à décrire du centre O Tare ME, 8t 
du centre M de l'intervalle £ B un arc de cercle 
qui coupera la baie BGN en un point G , pa* 
où & par le point donné M Vori tirera la per-- 
pendiculaire requife. 

Corollaire IÏI. 

I74»LJ N point G étant donné fur la circon- 
férence du demi-cercle mobile BGN j fi l*ba 
veut trouver le point M de la roulette fur lequel 
tombe le point décrivant A , lorfque le point 
donné G touche la bafe , il ne faut que prendre 
Tare S N égal à Tare B G , & ayant tiré 1^ 
rayon KS qui rencontre en E la circonférence 
AËV , décrire du centre O Tare EM. Car il 
en évident que cet arc coupec^a la roulette au 
point cherché Mt 



#^ 



I _ 



4 
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PROPOSITION III. 

Problème. 

175. S OIT une demi^-roulette AMD (Fig. 155- 
136. PL 7.) décrite par la révolution du demim 
4er^le BGN autQur d'un arc égal B G N (^un antre 
çerçlo 9 en forte que Içs parties révolues BG > B<5 
foient toujours égales entr^elles ; foit le point dé^ 
frivapt M pris fur le diamètre B N dehors , de-" 
4ans i ou fur la circonférence mobile BGN. Qn dc' 
ftiande le point ^ de la plus grande largeur de 
la demi-roulette par rappçrt a fan axe O A. 

. Suppofanc que le point M foic celui qu'on 
cherche , il eft clair ( Art. 47. ) que la tangente 
f n M dqit être parallèle à Paxe O A;& qu'ainfi 1^ 
perpendiculaire MC à la roulette ^ doit-être a,ufli 
perpendiculaire fur Taxe qu'elle rencontre au 
pçint P. Cela pofé , fi Ton mené OK par les 
çÇRtres des cercles générateurs , elle paffera par 
le point touchant G ; & fi l'on tire K L perpen- 
diculaire furMG, on formera les angles égaux 
G K L , GO B 9 & partant l^are I G qui eft le 
dpuble de la mefure de l'angle GKL , fera à l'arc 
Q B mefure de Tangle G O B , comme le dia- 
tnétre BN eft au rayon OB. D'où il fuit que 
ppur déterminer fur le demi-cercle BGN le 

Îiçiint G, où il touche l'arc qui lui fèft de bafe 
grfque le point décrivant M tombe fur celui 
4q )a plus grande la.rgevir ^ il fau^ couper lé demi<« 
çerçl§ B G N eix un point G , çnforte qu'ayant 
%\rk pj^r le point donné M la corde 1 G , T^trç 

\Q fcii à.i%ç BG çn r?iifofl ^QRoéç de BN à 
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O B. La queftion fe réduit donc à un Problême 
wde la géométrie commune qui fe peut toujours 
réfoudre géométriquement , lorfque la raifon don- 
née eft de nombre à nombre > mais avec le fe** 
cours des lignes dont Téquation eft plus ou moins 
• élevée y félon que la raifon eft plus ou moins 
compofée. 

Si Ton fuppofe que le rayon O B devienne 
infini , comme il arrive lorfque la bafe B G N 
devient une ligne droite j il s'enfuit que l'arc IG 
fera infiniment petit par rapport à l'arc G B. D'où 
l'on voit que la fécante M I G devient alors la 
tangente MX, lorfque le point décrivant M 
tombe au dehors du cercle mobile ; & qu'il na 
peut y avoir de point de plus grande largeur , 
lorfqu^il tombe au dedans. 

Lorfque le point M tombe fur la circon^ 
férence en N , il ne faut que divifer la demi- 
circonférence R G N en raifon donnée de B H à 
O B au point G. Car le point G ainfi trouvé , 
fera celui où^le cercle mobile BGN touche la bafe, 
lorfque le point décrivant tombe fiir le point 
cherché. 

L E M M E IL 

176. E N tout triangle B A C, ( Fig» 1 î/. PL 7. ) 
dont les angles ABC, ACB, ÉÎrCAD com-^ 
plément a deux droits de l* angle obtus BAC, fonè 
infiniment petits * je dis que ces angles ont n?ême 
rapport entr^eux que les côtés A C , A B , B C ^ 
aufquels ils font oppofés. 

• Car fi Ton çirconfçrit un cercle autour .du 






^ 
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triangle BAC, les arcs A C , AB . BAC , qui 
mefurent les doubles de ces angles » feront in^ 
animent petits , & ne différeront ( Art. 3. ) point 
par conféquent de leurs cordes ou foutendantes. 
Si les côtés AC , AB , BG du triangle BAC , 
ne font pas infiniment petits » mais qu'ils ayent • 
une grandeur finie : il s'enfuit que le cercle cir- 
confcrit doit être infiniment grand ; puiique les 
arcs AC, AB, BAQ, qui ont une grandeur 
finie , doivent être infiniment petits par rapport 
à ce cercle, étant les mefures d'angles infini* 
ment petits. 

PROPOSITION IV. 

Problème. 

177- JL/ES mêmes chofes étant pofées ; il faut 
déterminer fur chaque perpendiculaire M G, 
( Fig' 155» 136. PL 7. ) le point G où elle touche 
la développée de la roulette. 

Ayant imaginé une autre perpendiculaire mg 
infiniment proche de M G , & qui la coupe par 
conféquent < au . point cherché C , on tirera la 
droite G w ; & ayant pris fur la circonférence du 
cercle mobile le petit arc Gg égal à Tare Gg de 
l'immobile , on mènera les droites Mg , Ig , Kg 9 
Og. Celapofé , fi Ton regarde les petits arcs Gg, 
Gg comn^e de petites droites perpendiculaires 
fur les rayons Kg , Og , il eft clair que le petit 
arc Gg du cercle mobile tombant fur Tare Gg 
de l'immobile , le point décrivant M tombera fur 

m , çûforte que le triangle GMg fc confondra ^ 



, • 
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avec le triangle Gwg. D'où Ton voit que Faoglç 
MGm eft égal à Pangle gGg = G¥ig^GOg j 
puifqu'ajoutant de part & d'autre les mêmes 
angles KGg , OGg , Ton en compofe deux droits. 
Or nommant les données OG, i; KG y a • 
GM ou Gn2 j m i Gl on Ig 9 n y Ton trouve , Pre- 
mieren7ent OG. KG::GKg-.GOg. EtOG 
(fc).OG + GKou OK(fe-hii)::GKg.GKg 

^ GOg ou UGm =: ^^GKg. 2^.{Ar. I7€.)\g. 

MI : : GM^. Ugl . Et Ig± MI ou MG (iw). 
Ig. {n)::GMg±mglo\xGlgQ\x ^GKg. Gfàg 

ou Gmg = -^GKg. 30. (IW^) L'angle MCfn 



ou MGw —• Gwg(^- - ~GKg) . Gmg{-^ 

GKg):: Gm (m). GC = ^-^ — -. Et 

par conféquent le rayon cherché MC de la dé- 

veloppée fera = ; --. • 

Si Ton fuppofe que le rayon OG(t) du cercle 
immobile devienne infini , fa circonférence de- 
viendra une ligne droite î & en effaçant les 
termes ^amtn , 2am y parce qu'ils font nuls par 
rapport aux autres ibmw y 2bm — bn , Ton aura 

MC = 



2 mm 



2m ~- n 

COROLXAIKE I. 



^7^; De ce que l'angle MÙm = t±±GYig, 
& de ce ^ue les arcs de dUFérens cercles font 



aîO A N A L Y s E 

entr*eux en raifon compofée des rayons & des 
angles qu*ils mefurent ; il fuit que Gg . Mit? : : KG x 

GK^ . M G X f-— GKg. Et par conféquent auiïî 

que KG x Mm = ^^y- MG x Gg ; ou ( ce qui 

eft la même chofe ) que KG x Mm . M G x G^ : : 
OK {a^b ). OG ( t ) . qui eft une raifon conf- 
tante. D'où Ton voit que la dimenfion de la por* 
tion A M de la demi- roulette AMD^ dépend 
de la fomme des MG x Gg dans Tare GB ; & 
c'eft ce que M. Pafcal a démontré à Tégard des 
roulettes qui ont pour bafes des lignes droites. 
M. Varignon eft tombé dans cette même pro- 
priété par une voie très-différente de celle-ci* 

C0R0L1.AIRB IL 

179. Lors QUE le point décrivant M. ( Pi^t 
155. P/. 7.) tombe hors de la circonférence du 
cercle mobile, il arrive nécelTairement l'un des 
trois cas fuivans. Car menant la tangente MX ^ 
le point touchant G tombera i ^. Sur Tare TB , 
comme Ton a fuppofé dans la figure en faifant 

le calcul : & alors MC ( JfH!:!! — ^ ^^ ) fur- 

^ 2am -H 2bm — on ^ 

paffera toujours MG(»7). 2°. Sur le point tou- 
chant T;& Ton aura pour lors MC ( r" — p-) 

=:;;?, puifque IG ( w ) s'évanouit. 3 ^ Sur Tare 
T N » & alors la valeur de GI ( w ) devenant né- 
gative dfe pofitive qu'elle étoit , Ton aura MC 
__ aoifim H- 2 mm ^ j^ forte que mQ féramoindr'e . 
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qtié B^G Cl») , & toujours pofitif. D'où il eft 
évident que dans tous ces cas 9 la valeur du 
rayon MC de la développée eft toujours pofitive^ 

CO110LI.AI&B II 1. 

1 8o- L ORSQUE le point décrivant M ( Figl 1 3 6^ 
Pi. 7. ) tombe au dedans de la circonférence du 

cercle mobile, on a toujours M C = ■ , - , -i 

' 2afn^^2hm — on 

& il peut arriver que In furpaffe lam-^ibm ^ 
& qu'ainfi la valeur du rayon MC de la déve- 
loppée foit négative : d'où Ton voit que lors- 
qu'elle celle d'être pofitive pour devenir néga- 
tive y comme il arrive ( Art. 8 1 . ) lorfque le 
point M devient un point d'inflexion y il faut 
niceflairement alors que bn = 2am + zhnt ; Se 



xMG(7?m — ntm)=z 7 * 

Or fi Ton nomme la donnée KM , c ; Ton aura 
par la propriété du cercle MI x MG (-f^LZL — ^ ^ 
=BMxMN(^^ï — cc^ ce qui donne TmconnueMG 
(jn) =z V^^\ Donc fi Ton décrit du point 
donn é M com me centre , & de Tintervalle MG 
= ^ ^^^-^^^^^^ , un cercle j il coupera le cercle 

mobile en un point G y où il touchera le cercle 

immobile qui lui fert de bafe y lorfque le jpoint 

décrivant M tombera fur le point d'inflexion F. 

Si Ton mené MR perpendiculaire fur £N 9 il 

eft clair que cette MG ( ^^^i^-^^) fera moindre 
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que MR(Vtfif— rr),& qu'elle lui doit être égale 
lorfque b devient infinie, c'eft-à-dire, lorfque 
la bafe de la roulette devient une ligne droite. 
Il eft à remarquer , qu'afin que le cercle dé- 
crit du rayon M G coupe le cercle mobile , il 
faut que MG furpaffe MN , c'eft- à-dire, que 
y/ aub — bTc furpaffe a — c; & qu'ainfi KM ( r) fur- 

paffe —377- D'oïl il eft manifefte qu'afin qu'il y 

ait un point d'inflexion dans la roulette AMD , 
il faut que KM foit moindre que KN , 6c plus 

grande que 



aa 



L E M M £. Il I. 

î 8 1 . Soient deux triangles ÀBb, CDd ( Fig. 138. 
P/» 8. ) qui ayent chacun un de leurs cotés Bb , 
Dd infiniment petit par rapport aux autres : je 
ais que le triangle ABb efi au triangle CDd en 
raifon compofée de Van^e B Ab a V angle DCd , & 
du quarré du côté AB ou Ab au quarré du coté 
CD ou Cd. 

Car fi Ton décrit des centres A , C , & des 
intervalles AB , CD , les arcs de cercle BE , DF ; 
il eft clair (^Art. 2.) que les triangles ABè , 
CDirf ne différeront point dés fefteurs de cercles 
ABE^CDF. Donc, &c. 

Si les côtés AB, CD font égaux , les triangles 
ABi , QD^ feront entr'eux comnje leurs angles 
BA&, DC^. 
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PROPOSITION V. 

Problème, 

182. JLiES marnes chofes étant toujours pofées $ 
on demande la quadrature de refpacç MGBA , 
(F/g. I JÇ* P^^7-). renfermé par les perpendiculaires 
MG 5 B \a la roulette , far l'arc GB y éf par la 
portion A M de la demi^roulette AMD , enfuppo^ 
fant la qnadrature du cercle. 

L'angle GMg ( ~ GKê ) eft à l'angle UGm 

r 

( GKg ) 3 comme (^Art. 1 8 1 .) le petit trian- 

gle MGg quia pourbafe Tare Gg du cercle mo- 
bile , au petit triangle ou feâcur GM»2 ; & par- 

tant le fedleutGM;» r= —MGg x ^— =: ^ , ^ ■ 

xMGg+ ^'^^ ^ /^ X MGg en nommant MI, p , 

& mettant pour m fa valeur pHh». Or {Art. 181.) 
le petit triangle ou feâeur KGg eft au petit 
triangle MGg en raifon coropofée du quarré de 
KG au quarré de MG , & de Tangle GKg à 
Tangle GMg; c*eft- à-dire :: aa x GKg. mmx 

^GKg. & partant le petit triangle MGg 



mn 



2aa 



-KGg. Mettant donc cette valeur à la 



place du triangle MGg dans ^^^-^—^ MGg, Von 
aura le feâeur GM;^^ ==-2^-^^ MGg + 



f t4 A K A t T s B 

^^^P» KGg. Mais à caufc du cercle , G}A it 

Ml ( pm) = BM X MN (« — tftf ) qui eft une 
quantité confiante , & qui demeure toujours 
la même en quelqu'endroit que fe trouve le point 
décrivant M ♦ & par conféquent GMw -»- NlGg 
ou toGg , c'eft-à-dire , le petit efpace de la rou- 

lettc GMmg =t: ■ ^ ^ MGg -^ ^;5 

KGg. Donc puifque GM»?^ eft la diffiJrcftce de 
l'efpacc de la roulette MGBA , & UGg , celle de 
l'efpace circulaire MGB , renfermé par les droites 
MG , MB , & par l'arc GB , & que de plus le pe* 
tit feôeur KGg eft la différence du fefteur KGB 5 
il s'enfuit {Art. 96.) que l^efpace de la ro ulette 

MGBA =^ "-^* MGB + "^'^'^~" KGB. 

Ce qu'il falloit trouver. 

Lorfque le point décrivant M (Fig. 1 39. P/- 8- ) 
tombe hors la circonférence BGN du cercle mo- 
bile , & que le point touchant G tombe fur Tare 
NT i il eft vifible ( Art. 1 80. ) que les perpen- 
diculaires MG , mg s'entrecoupent en un point 
C ) & qu'on a pour lors m = p — ». D'où il 

fuit que lepetitfedeurGM«=— — 7 — lAGg 
4. 23LÇtii^ MGg = - 2^^ MGg -f- 
amp^ mp ^.q^ ^ ^^ mettant comme auparavant 

pour le petit triangle HiGg fa valeur ^KG^; 
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& partant que G Mm — M G g ou T>i G g ^ c*cft^ 

à-dire MCm~GCg = ^?^^:=i^MGg + 



byC^cc — ad rr é^ r 

— - K G g y en mettant pour p>n la va- 



leur ce — aa. Or fuppofant que T H foit la pofi- 
tion de la tangente T M du cercle mobile , lorfr 
que fon point T touche la bafe au poin^ T ; il 
eft clair que MC;;^ — GC^= MGTH — ;^gTH , 
c'eft-à-dire , la différence de Fefpace MGTH , & 
que MGg eft celle de MGT , de même que KGg 
celle de KGT. Donc(/ ^rr. 96 . )refpac e MGTH 

b aab 

Mais , comme Ton vient de prouver , Tefpace 
HTBA = ^^"r^* MTB+^ 3=^^^^;— "^ KTB, 

o aab 

£t partant on aura toujours & dans tous les cas 
l'efpace MGBA (MGTH-hHTBA) = îi±i* 

MrB-MGT ouMGB-h ^^^^'';^~~'"' K~Gr 

•H KTïï ou K g B- 

Donc Tefpace entier D N B A ( F/g. 1 3 5 . P/. 7.) 
renfermé par les deux perpendiculaires à la roulet- 
te DN ,. B A , par Tare de cercle BGN, & par la de- 

mi-roulette AMD, elt=: ■— — 1 — 7 

b Aab 

X K N G B 5 puifque le fefteur K G B & refpace 
circulaire MGB deviennent chacun le demi- 
cercle K N G B , lorfque le point touchant G 

tombe au point N* 

p 
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Lorfque le point décrivant M ( F/g-. 13^;; 
P/. 7- ) tombe au dedans du cercle mobile , il 
faut mettre aa — ^r à la place de ce — aa dans 
les formules précédentes ; parce qu'alors B M 
xMNn^ï^ — ce. 

Si Ton fait r=^ > l'on aura la quadrature 
des roulettes qui ont leur point décrivant fur 
la circonférence du cercle mobile ; & fi l'on 
fuppofe h infinie , Ton aura la quadrature de 
celles qui ont pour bafes les lignes droites. 

Autre iolutiow. 

183. Ot^ décrit du rayon OD (F/^. 14p. P//.) 
Tare DV , & des diamètres A V , BN les demi- 
cercles AEV, BSN î & ayant décrit à difcré- 
tion du centre O Tare EM renfermé entre le 
demi-cercle AEV & la demi-roulette AMD , 
Ton mené l'appliquée EP. Il s'agit de trouver 
la quadrature de l'efpace AEM compris entre 
les arcs A E , E M ^ & la portion A M de la 
demi-roulette AMD. 

Pour cela , foit un autre arc cm concentrique 
& infiniment proche de £ M , une autre appli- 
quée ^p, une autre Oe qui rencontre l'arc M E 
prolongé ( s'il eft néceflaire ) au point F. Soient 
nommées les variables OE , \ \ VP , u ; l'àrc AE, 
X î & comme auparavant les confiantes O B , i ; 
K B ou K N, ^ î K V ou K A , c : l'on aura F^ 
= rf^, Vp=:duy OP = ^-Hè — r^«, FI* 

= 2CU — uu , l'arc E M ( Art. 173. ) = ^ j 6c 
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f irtânt le redangle fait de Tare EM par la petite 
droite F^ ^ c'eft-à-dire ( Art. 2, ) le petit efpacè 

È M we = -—• Or à caufé du triangle ttdtûn^ 

gle OPE; zx = aa-^ lah -*- J& — iac — ihd 
-4- r^ -4- lau H- 2bu ^ dont la différence donne ^d^ 
=r adu H- W«. Mettant donc cette valeur à là 

place de ^d^ dans ^^-^ ^ Pori aura le petit efpàc* 

Ë.-. aaxJu -f- abxdu 
JAnie=± r — = — • 

èc 

Maintenant fi l'on décrit îâ dethî-fouîettô 
A H T par la révolution dii demi- cercle A E V 
fur la droite VT perpendiculaire à VA, & qu'ôil 
prolonge les appliquées PE , pe jufqu'à ce qu*elleS 
la rencontrent aux points H , A : il eft clair ( Arté 
172* ) que E H X Pp , c'eft à-dire , le petit efpàcé 

lEiHhe ==:xdui8c qu'ainfî EMmé (^i^fLJLllJlJf ) . 

EYihe ( kdil ) : :àa-^ab .le . qui eft îitiê f âifort 
confiante. Or puifque cela arrive toujours eiï quel* 
qu*endroit que fe trouve Tare EM ^ il s*enfuit qllô 
ia fômme de tous les petits efpaces EM;?7e ^ c'efl- 
à- dire Tefpace AEM , eft à la fômme de tous les 
petits efpaces ÈHhe , c'efl-à dire ^ à Tefpace AËlt 
::aa+ab. le. M ais Ton a (^Art. 99 '}l^ quadrature 
deTefpace AEHdépendammentdecelledùcefci ^ 
45c partant aufîî celle de l'efpace cherché A Ë (il. 
Ceci fe peut aufïi démontrer fans aucùiî cal- 
cul , comme j'ai fait voir dans les Aéteé éê 
Leypfic au mois d'Août de l'année lôpj* 
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On peut encore trouver la quadrature de Tef- 
pace AEfi fans avoir recours à Tart. 99. Car fi 
l'on achevé les reftangles PQ. , pq 9 Ton aura 
Q^ ou HR.Pp ou RA::EP .PAou H(l. 
puifque ( /^rr. 18.) la tangente en H eft pa- 
rallèle à la corde AE ; & partant HQjxQq 
= EP X Pf , c*eft- à-dire , que les petits efpa- 
ces HQqh^ 'E?pe font toujours égaux entr'eux* 
D'oà il fuit que Tefpace AHQ. renfermé par les 
perpendiculaires A Q. , Q.H , & par la portion 
A H de la demi-roulette A H T , eft égal à 
Tefpace APE renfermé par les perpendiculaires 
AP, PE, & par l'arc ^E. L'efpace A EH 
fera donc égal au rcûangle PQ moins le double 
de Tefpace circulaire APE i c'eft-à dire, au reôan- 
gle fait de PE par KA plus ou moins le reftangle 
fait de K P par Tare A E , félon que le point P 
tombe au deflbus ou au defllis du centre- 
Et par conféquent l'efpace cherché A E M 

au —f- ab ' - 

= — 7 FbxKA±KPxAb. 

DC 

Corollaire I. 

1 84. JLj o R S Q u E le point P tombe en K , le 
reftangle K P X A E s'évanouit , & le reftangle 
P E X K A devient égal au quarré de K A : d'où 

Ton voit que Tefpace AEM eft alors = ff£_^_f . 

& par conféquent il eft quarrable abfolument & 
indépendamment de la quadrature du cercJe» 
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Corollaire- II. 

i85-Si Ton ajoute à Mpace AEM le fefteur 
A K E 3 Pefpace A K E M renfermé par les ra-. 
yons AK, KE, par l'arc E M , & par la por- 
tion A M de la demi-roulette AMD, fe trouve 
( Iprfque le point P tombe au deflus du centre K ) 

=z AE H T ^ 

2Bc oc 

P E X K A i & partant fi l'on prend V F ( « ) 

:iaac -f- 7.abc -4- bec , . i n i i j 

; ( ce qui rend nulle la valeur de 

Q.aa -f- 2,ab i 

hcc -4- laac -f- 7.abc — laau — labu 



AE), l'on aura 

Q,bc ^ 

l'efpaceAKEM = ^-^:^ PExKA. D'oà 

Ton voit que fa quadrature eft encore indépen- 
dante de celle du cercle. 

Il eft vifible qu'entre tous les efpaces AEM & 
AKEM , il ne peut y avoir que les deux que Ton 
vient de marquer, domt là quadrature foit abfolue.. 

'■m 

Ave r t i s s e m e n t. 

Tout ce que Vqn vient de àémàntrer a Végarâ 
des roulettes extérieures fe doit aujjî entendre dei 
intérieures , c^efl-a-dire , de celles dont le cerclé, 
mobile roule au dedans de Vimmolile s en obfer^' 
vant que les rayons KB- (a) , KV (c) deviennent- 
négatifs de pofitifs qu'ils étaient. Oefl pourquoi Jl: 
faudra changer dans les formules précédentes ^ les, 
Jignes des termes ou ^ & c fè rencontrent avec 
une dimenjîon impaire* - - ^i 

P3 
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REMA^RqUE. 

l86. Il' y ^ certaines courbes qui paroiflent 
avoir un point d'inflexion » & qui cependant 
n'en ont point ; ce que je crois à propos d'ex- 
pliquer par up exemple , car cela pourroit iairc 
quelque difficulté- 

Soit la courbe géométrique N D N (F/g. 141. 
P/, 7. ) ^ dont la nature eft exprimée par Téqua- 



XX — aa 



fion?[= , ( AP = x,PN=:<),dans 

laquelle il eft clair i"* Qiie x étant égale à a 5 PN 
( ç ) s'évanouit. 2® Que x furpaflant a , la valeur 
4e < eft pofitive ; & qu'au contraire lorfqu'il eft 
ftioii^dre , e le eft négative. 3^. Que lorfque x 
Ç3 \/^aa y la valeur de P N eft infinie. D'où Ton 
voit que la courbe N D N paffe de part & d'autre 
4ç foii axe en le coupant en un point D tel que 
^ P = ^ ; & qu*e1e a pour asymptote la perpen- 
^i-ylaire BG menée par le point B tel que AB 

Si Ton décrit à prefent une autre courbe EDF, 
fofQr^ qu'ayant mené à difcrétion la perpendi* 
çulairç "^ P N , le reâangle fait de Tappliquée PM[ 
ttar I4 confiante A l) ^ foit toujours égal à l'efpacc 
çprrefpQndant DPN ; il eft vifible qu'en nommant 
FMi Jfi & prenant les diiFérences, Ton aura xAP x 

' • * y 2XX <M 

^ Hrwnt îl»(<(ï').PfOuRM(</x)::PN, 

ÀDt D'eu U luit ^uç h çQurbe EPF xq^cH H^ 
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fymptote B G prolongée de l'autre côté de B en 
un point E , & Vaxe A P au point D ; & qu'ainfi 
elle doit avoir un point d'inflexion en D. Cepen- 

dant on trouve ( Art. 78. ) pour la valeur 

du rayon de fa développée , laquelle eft toujours 
négative, & devient égale à — ^a lorfque le point 
M tombe en D : d'où Ton doit conclure { An. S i .^ 
que la courbe qui paffe par tous les points M eft 
toujours convexe vers Taxe A P , & qu'elle n'a pas 
de point d'inflexion en D. Comment donc accor- 
der tout cela ? En voici le dénouement. 

Si l'on prend PM du même côté que PN^ 
on formera une autre courbe G D H qui fera 
toute pareille à EDF , & qui en doit faire par- 
tie î puifque fa génération eft la même. Cela 
étant ainfi , l'on doit penfer que les parties qui 
compofent la courbe entière ne font pas EDF , 
GDH comme l'on s'étoit imaginé , mais bien 
EDfî , GDF qui fe touchent au point D ; car 
tout s'accorde parfaitement dans cette dernière 
fuppofition. Ceci (e confirme encore^ par cet 
exemple. 

Soit la courbe DMG(Frg-. 142. VLj.^^ qui 
ait pour équationj/* = x"* -♦- f^axx — M(AP=::x, 
P M =;/ }. 11 fuit de cette équation que la cour- 
be entière a deux parties E D H , G D F oppofées 
l'une à l'autre comme l'hyperbole ordinaire , 
enforte que leur diftance D D ou 2 A D =15 

P4 
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Si Ton fuppofc que b s'évanouifle , la dif- 
tance DD {Fig. 143. PI. 7. ) s'évanouira auflî ; 
& partant les deux parties É D H , G D F fe tou- 
cheront au point D : de forte qu'on pourroit 
penfer à préfent que cette courbe a un point 
d'inflexion ou de rebrouflement en D , félon 
qu'on imagineroit que fes parties feroient EDF, 
GDH ou EDG , HDP. Mais l'on fe détrom- 
peroit aifément , en cherchant le rayon de la 
développée ; car l'on trouveroit qu'il feroit tou- 
jours pofitif , & qu'il deviendroit égal à ^a dans 
le point D. 

On peut remarquer en paflant , ( Fig* 141- 
P/. 7. ) que la quadrature de Tefpace DPN dé- 
pend de celle de l'hyperbole : ou ( ce qui re- 
vient au même ) de la reftification de la pa- 
rabole ; & que la portion de courbe DMF fa- 
tisfait au Problême propofé par M. BernoulU 
dans le Tome fécond des Supplémens des Adtes 
(le Leipfic , page 29 1. ( Confultçi^ la Note 54^ ) 



*ï8,4Ss* 
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SECTION X. 

t^ouvelle manière de fe fervir du calcul des diffé^ 
rences dans les courbes géométriques , d'où Pon 
déduit la Méthode de M''' Defcartes & Hudde. 

Définition. 

S Oit une ligae courbe ADB ( Fig. 144. 
145- 146. PI. 8. ) telle que les parallèles 
KMN à fon diamètre AB la rencontrent en 
deux points M , N ; & foit entendue la partie 
interceptée M N ou P Q, devenir infiniment pe- 
tite. Elle , fera nommée alors la, Di0renee delà 
coupée AP, ou KM. 

COROIXAIRE I. 

187. Lorsque la partie MN ou Pd de- 
vient infiniment petite i il eft clair que les cou- 
pées AP , AQ. deviennent égales chacune à AE, 
& que les points M , N fe réunifient en un 
point D : enforte que l'appliquée E D eft la 
plus grande ou la moindre de toutes fes fem- 
blables PM, NQ. 

Corollaire II. 

188. Il eft clair qu'entre toutes les coupées 
AP , il n'y a que AE qui ait une difierence ; 
parce qu'il n'y a qu'en ce cas où PQ de- 
vienne infiniment petite. 
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Corollaire III. 

189. Si l'on nomme les indéterminées AP ou 
K M , X ; P M ou A K, ^^ ; il eft évident que 
AK (;/) demeurant la même , il doit y avoir 
deux valeurs différentes de x , fçavoir KM » 
KN ou AP, Aa Ceft pourquoi il faut que 
îéquation qui exprime la nature de la courbe 
ADB foit délivrée d'incommenfurables , afin 
que la même inconnue x qui en marque les 
racines ( car on regarde j/ comme connue ) puifle 
avoir différentes valeurs. Ce qu'il faut obferver 
dans la fuite. 

PROPOSITION h 

Problème. 

190. La nature de la courbe géométrique ADB 
étant donnée ; déterminer la plus grande ou la 
moindre de fes appliquées E D- 

Si Ton prend la différence de l'équation qui 
exprime la nature de la courbe , en traitant y 
comme confiante , & x comme variable i il efl 
clair (^r^ 188.) qu'on formera une nouvelle 
équation qui aura pour une de fes racines x , 
une valeur AE , telle que l'appliquée ED fera 
la plus grande ou la moindre de toutes fes 
femblables. 

Soit y par exemple , x^ -f-y = a^y , dont la 
différence , en traitant x comme variable ^ & / 
comme confiante , donne ^xxdx^^aydxi & par- 



' 
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tant j/ = i^. Si l'on fubftitue cette valeur à la, 

place de y dans Pèquation à la courbe x' -♦- y^ 
= ^ïx^' ; Ton aura pour x uije valeur AE 

= j^K 2 , telle que l'appliquée E D fera la plus 
grande de toutes fes femblables , de même qu'on 
Ta déjà trouvjé art. 48. 

Il eft évident que Ton détermine de même 
non-feulement les points D , lorfque les appli-* 
quées ED font perpendiculaires ou tangentes de 
la courbe ADB j mais auffi lorfqu'elles font 
obliques fur la courbe , c'eft- à-dire, lorfque les 
points D font des points de rebrouffement de là 
première ou féconde forte. D'où Ton voit que 
cette nouvelle manière de coniîdérer les diffé^ 
renées dans les courbes géométriques eft plus 
lîmple ôc moins embarrafiante en quelques rca- 
çontres , que la ( StB. 3 . ) première. 

Remarque. 

191- On peut remarquer dans les courbes re- 
brouffantes , que les PM ( Vi$. iJ^6.4^L 8. ) pa*- 
f alleles à A K ; les rencontrent en deux points 
M , O 5 de même que les KM parallèles AP , 
font en M , N : de forte que AP (x) demeu-. 
rant la niême ^ y a deux différentes valeurs PM, 
P O. Ceft pourquoi Von peut traiter x comme 
conftante > Sç y comme variable , en prenant la 
différence de Téquation qui exprime la nature 
de cette courbe. D*où l*on voit que fi l*on traite 

?( ^y comme variables , en prcoani cette diffé^ 
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rencc , il faudra que tous les termes qui mul- 
tiplient dx d'une part , & tous ceux qui mul- 
plient dy d'une autre part , foient égaux à zéro. 
Mais il faut bien prendre garde que dx 8c dy 
marquent ici les différences de deux appliquées 
qui partent d'un même point 9 & non pas ( com- 
me ci -devant Sedt. 3. ) '^ différence de deux 
appliquées infiniment proches. 

« 

Corollaire. 

192. Si après avoir ordonné Téquation qui ex- 
prime la nature de la courbe dans laquelle il 
n'y a que l'inconnue x de variable , Ton en 
prend Ja différence ; il eft clair i^. Qu'on ne 
fait autre chofc que de multiplier chaque terme 
par Texpofant de la puiffance de x , & par la 
différence dx , & le divifer enfuite par x. 2^. Que 
cette divifion par x , aufïî-bien que la multi- 
plication par dx y peut être négligée , parce 
qu elle eft la même dans tous les termes. 3^. Que 
les expofans des puiflances de x font une pro- 
greflîon arithmétique , dont le premier terme 
eft Texpofant de fa plus grande puiffance , & 
Je dernier eft zéro y car pn fuppofe qu'on ait 
marqué par une étoile les termes qui peuvent 
manquer dans l'équation. 

Soit , par exemple , x' * — ûyx -i- j^ r= ^. Si 
Ton multiplie chaque terme par ceux de la 
progreffion arithmétique 3,2, 1,0; Ton for-^ 
mera l'équation nouvelle ^x^ r-^ayx=^o. 
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3,2^ 1 , 0. 



3x' * — aj/x ^ =zo. 

D'oil Ton tire y r= - — y de même que Ton au- 

roit trouvé en prenant la différence à la manière 
accoutumée. 

Cela fuppofé, je dis qu*au lieu de la pro- 
greflîon arithmétique 3 , 2 ^ i > o i Pon peut fc 
fervir de tclk autre progreffion arithmétique 
qu'on voudra : 7w+ 33^+2,^+ i^w+o, ou/;? 
( 1*041 délîgne par m un nombre quelconque en- 
tier ou rompu , pofitif ou négatif ). Car mul- 
tipliant x^ * — ayx -f->^ = par x" y Ton aura 
;ç~-H3* ^ gf c, _- a , dont les termes doivent être 

être multipliés par ceux de la progreffion 772+3 , 
;?7-H 2 , Tn^+i ^ n7. chacun par Ion correfpondant 
pour en avoir la différence. 

W-+-3, 7;2-v-2 m-^-i y ' m. 
m-i-^x"''^ 3 * —m-^i ^^x^'^'+t;?/ x" = 0. 



Ce qui donnera ?« h- 3x""*"^ — 777-+- i aj/x"^"^^ 
-t- 777>'^x"' ziz (? j & en divifant par x" , il viendra 

/ft-+- jx -^ wT+^^jx -+- 777^' = ^ > comme Ton au- 
roit trouvé d'abord en multipliant Amplement 
régalité propofée par la progreffion 777 -t- 3 , 

W-H2,777-fI,777. 

Si 777 = — 3 » la progreffion fera ^, — i , -- 2, 

— 3 i & réquation fera 2^^x •— ^y = ^. Si 777 =ï 

— I , la progreffion fera 2 , i , ^0 , — 15 & Té-^ 
quation 2x' -r;'^ = ^t 



On peut changer de fîgnes tous les termes âê 
la progreffion, c'eft-à-dire , qu'au lieu de (?, — i^ 

— 2, — îf& 2, i,(?,— I, Ton peut prendre 
Oj 1,2, ^,&— 2, — f>^fiî parce qu'on 
ne fait par là que changer de fîgnes tous les ter-^ 
mes de la nouvelle équation qui doit être égalée 
à zéro. Et en efFet » au lieu de 2ayx — 5>' = o y 
2x^ — y =: , Ton auroit — layx ^^y =z o ^ 

— 2x' -^y z=zoice qui eft la même chofe. 

Or il eft vifible que ce que Ton vient de dé- 
montrer à l'égard de cet exemple ^ s'appliquera de 
même manière à tous les autres. D'où il fuit que û 
après ^voir ordonné une équation qui doit avoir 
deux racines égales entr*elles , Ton en multiplie les 
termes par ceux d'une progreffion arithmétique 
arbitraire, Ton formera une nouvelle équation 
qui renfermera entre fes racines une des deux éga- 
les de la première* Par la même raifon , fi cette 
nouvelle équation doit avoir encore deux racines 
égales , & qu'on la multiplie par une progreffion 
arithmétique , Ton en formera une troifieme qui 
aura entre fes racines une des deux égales de la fé- 
conde i & ainfi de fuite. De forte que fi Ton mul- 
tiplie une équation qui doit avoir trois racines 
égales y par le produit de deux progreffions arith- 
métiques , Ton en formera une nouvelle qui aura 
entre fes racines une des trois égales de la premie* 
re i & de même fi l'équation doit avoir quatre 
racines égales ^ il la faudra multiplier par le pro- 
duit de trois progreffions arithmétiques j fi cinq, > 
par le produit de quatre ^ &g« 
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C^eft là précifément en quoi confifte la Métho* 
de de M. Hudde. 

PROPOSITION II. 

Problème* 

193. JL/' u N point donné T (F/g. 147. P/- 8. )fur 
le diar/ihre A B , ou du point donné H fur A H pa^ 
rallele aux appliquées ; mener la tangente T H M. 
Ayant mené par le point touchant M l'appli- 
quée M P , & nommé AT, j ; AH,/; dont 
Tune ou l'autre eft donnée ; & les inconnues A P , 
X î P M , >^ : les triangles femblables T AH > TPM 

donneront y z= ^^ "^ ^^ , x = ^-^ — — ; & mettant 

ces valeurs à la place de j/ ou de x dans Inéquation 
donnée , qui exprime la nature de la courbe 
A M D ^ l'on en formera une nouvelle dans la- 
quelle ^ ou X ne fe rencontrera plus. 

Si Ton mené à préfent une ligne droite T D qui 
coupe la droite A H en G , & la courbe A MO en 
deux points N , D , defquels l'on abbaiffe les ap- 
pliquées NCl, DB; il eft évident que /expri- 
mant A G dans l'équation précédente ^ x on y 
aura deux valeurs A Q , A B , ou N. Q. , D B , 
lefquelles deviennent égales entr'elles , fçavoir à 
la cherchée A P ou P M lorique t exprime AH, 
c'eft-à-dire , lorfque la fécante T D N devient la 
tangente TM. D'où il fuit que cette équation 
doit avoir deux radines égales. Ceft pourquoi on 
la multipliera par une progreifion arithmétique 
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arbitraire ; ce que Ton réitérera ^ s'il eft néccflairc, 
en multipliant de nouveau cette même équation 
par une autre progreflîon arithmétique quelcon- 
que , afin que par la comparaifon des équations 
qui en réfultent , Ton en puiffe trouver une qui 
ne renferme que l'inconnue xoxxy ^ avec la don- 
née s ou t. L'exemple qui fuit éclaircira fuflifam- 
ment cette Méthode. 

E X £ M P L B, 

1 940 o I T ^x =^ réquation qui exprime la na- 
ture de la courbe A M Û. Si l'on met à la place 

de X fa valeur ^-^ — ^ , Ton aura tyj/ , &c, qui 

doit avoir deux racines égales. 

tyy — ^jry -^-ast =^» 
I , (?,— I. 



tyy * — astz=2ô. 

Ceft pourquoi multipliant par ordre ces termes 
par ceux de la progreflion arithmétique i , ^ , 
— I , Ton trouvera as=zyy=zax'^ & partant A P 
( X ) = j. D'où l'on voit qu'en prenant AP =: AT; 
& menant l'appliquée PM , la ligne TM fera tan- 
gente en M. Mais fi au lieu de A T ( j) , c'eft AH 
(r) qui eft donnée. Ton multipliera la même 
équation tyy , &c. par cette autre progreflion o j 
1 , 2 3 & l'on aura la cherchée P M (j/ ) =r 2f. 

On auroit trouvé la même conftruftion en met- 
tant pour^ fa valeur dans ax=yy* Car il 

vient «XX , &c. dont les termes multipliés par 
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1 9 0^ — I , donnent xx = i5 j & £Jar confé-» 
quent A P ( x ) = x* 

195. Si i'Oh veut à préfent que le point touchant 
M foit donné , & qu'il faille trouver le point T 
ou H , dans lequel la tangente M T rencontre le 
diamètre A B ou là parallèle AH aux appliquées; 
il n'y a qu'à regarder dans la derriiere équation > 
qui exprime la valeur de l'inconnue x ou ^^ pat 
rapport à la donnée soM 1 9 cette dernière comme 
l'inconnue ^ & x ou ^ comme connue. 

PROPOSITION lit 
Problème^ 

1^6. Lj a nature de la courbe géométrique AFD 
(F/g. 148. P/. 8. ) étant donnée ; déterminer fora 
point d'inflexion F. 

Ayatitmenéparle point cherché F , l'appliquée 
FE avec là tangente F L ^ par le point A ( origine 
des x) la parallèle AK aux appliquées , & homnîé 
les inconnues LA,x;AK,ri AE^xiEF^ 
y : les triangles femblables LAK, LE F doh- 

neront encore y = ^ & x = -^ — ^^ 5 de 

forte que mettant ces valeurs à la place de j/ ou x' 
dans réquation à la courbe , Ton en formera une 
nouvelle dans laquelle y ou x ne fe rencontrera 
plus 9 de même qiie dans la proposition précé^^ 
dentCt 



/ 
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Si Ton mené à préfent une ligne droite TD cjui 
coupe la droite A K en H , qui touche la courbe 
A F D en M , & la coupe en D. , d'où Ton abaiffe 
les appliquées M P , DB : il eft évident i^. Que 

5 exprimant AT; & t ^ A H ; l'équation que 
Ton vient de trouver , doit avoir deux racines 
égales , fçavoir ( Art. 193.) chacune à A P ou à 
F M félon qu'on a fait évanouir / ou x , & une 
autre AB , ou BD. 2®. Que s exprimant AL; 

6 r , A K ; le point touchant M îe réunit avec 
le point d'interfedlion D dans le point cherché F : 
puifque ( Art. 67. ) la tangente L F doit toucher 
& couper la courbe dans le point d'inflexion F 5 
& qu'ainfi les valeurs AP,AB dex,ouPM, 
BD de ^ deviennent égales entr'elles, fçavoir. 
Tune & l'autre à la cherchée AE ou EF. D'où 
il fuit que cette équation doit avoir trois raci- 
nes égales. C'eft pourquoi on la multipliera par 
le produit de deux progreffions arithmétiques ar- 
bitraires ; ce que Ion réitérera , s'il eft néceflaire , 
en la multipliant de même par un autre produit 
de deux progreffions arithmétiques quelconques , 
afin, que par la comparaifon des équations qui 
en réfultent y Ton puifle faire évanouir les incon- 
nues j & r. 

E X B M p L E. 

1 97. S o I T ayy = xyy-^aax Téquation qui ex- 
prime la nature de la courbe A FD. Si Ton meta 

la place de x fa valeur '^ ^ on formera Téqua- 

tiou sy^ -^ styy — atyy ^ &c. 
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sy — ' styy •+• aasy — aast = o. 

I. , O , l , 2. 

5 » 2 , I , 0. 

qui étant multipliée par 5 , (? , — i > ^ » produit 
des deux progreffions arithmétiques i > ^ , — i , 
— 2,&392y i><>5 donne ^^^ = |^^ ; & mettant 
cette valeur dans Téquation à la courbe , Ton 
trouve Tinconnue AE (x)=ja. Ce qui revient 
à l'art. 68. 

Autre solution* 

198. On peut cncore^éfoudre ce Problême en 
remarquant que du même point L ou K ( ¥ig. 1 49. 
150. P/. 8. ) 01^ ^^ P^ut mener qu'une feule 
tangente L F ou K F ; parce qu'elle touché eu 
dehors la partie concave AF , &c en dedans la 
convexe FD ; au lieu que de tout autre point T 
ou H , pris fur AL ou AK entre A & L ou A Se 
K , Ton peut mener deux tangentes TM, TD ou 
HM , HD , Type de la partie concave , & Tautre 
de la convexe : de forte qu'on peut confidérer le 
point d'inflexion F comme la réunion des deux 
points touchans M & D. Si donc Ton fuppofe 
que AT (x) ou AH (r) foit donnée, & qu'on 
cherche ( Art. 194- ) la valeur de x owy par rap- 
port à j ou / ; l'on aura une équation qui aura 
deux racines A P , AB , ou P M , B D qui de- 
viennent égales chacune à la cherchée AE ou £F 9 
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lorfque s exprime AL & r , A K. C'eft pourquoi 
Ton multipliera cette équation par une progret 
lion arithmétique arbitraire , &c. 

Exemple. 

ï 9 9 • S o I T comme ci- deffus , ayj/ n= xy}^ •+- aax ; 
Ton aura encore sy^ — styy — atyy-^aasy — aan 
=r (7 , qui étant multipliée par la progreflîon arith- 
métique 13^5—15-2, dohne y^ '^ — aay 
— 2aat =^0^ dans laquelle s ne fe rencontre plus, 
£c qui a deux racines inégales , fçavoir PM , BD, 
lorfque t exprime A H , & deux égales chacune à 
la cherchée E F lorfque t exprime AK. C'eft pour- 
quoi multipliant de nouveau cette dernière équa- 
tion par la progreflîon arithmétique 3 , 2 y i , ^ , 
Ton aura ^yy — aa=zo j & partant EF (j/) 
z=z\/\aa. Ce qu'il faUoit trouver. 

PROPOSITION IV- 

Problème. 

aco. jVIener d'un point donné C (F/g. 151. 
P/. 8. ) hors une ligne courbe AMD une perpendi- \ 
culaire CM a cette courbe. 

Ayant mené les perpendiculaires M P , C K fur 
le diamètre A B , & décrit du centre C de Pin- j 
tervalle CM un cercle ; il eft clair qu'il touchera j 
3a courbe AMD au point M. Nommant enfuite 
les inconnues A P ^ x i P M , ;/ ; CM , n & les 
connues A K , i j K C t: Ton aura P K ou C E 
=:: j — X , M E =y + t ; & à caufe du triang le 
redangle MEC , ^^ = — r + \/rr-^s+2^x—^xi 

/ 
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X = X — \/rr — n — 2ty — yy : de forte que met- 
tant ces valeurs à la place de j ou x dans Téqua- 
tion à la courbe , Ton en formera une nouvelle 
dans laquelle j/ ou x ne fe rencontrera plus. 

Si Ton décrit à préfent du même centre C un 
autie cercle qui coupe la courbe en deux, points 
N , D , d'où Ton abaiffe les perpendiculaires NQ, 
DB ; il eft évident que r exprimant le r^ypn CM 
ou CD dans l'équation précédente, x ou ^^ aura 
deux valeurs AQ , AB ou NQ , DB qui devien- 
nent égales entr*elles, fçavoir à la cherchée AP 
ou PM 5 lorfque r exprime le rayon CM. D*oà il 
fuit que cette équation doit avoir deux racine? 
égales* C'eft pourquoi on la multipliera , &c. . . 

£ X E M P L E. 

î3to I . S o I T ax=: yj; Véquatiou qui exprime la 
nature de la courbe AMD, dans laquelle mettant; 

pour y fa valeur s — \/rr — n r— zty — yy 9 Yoti 

aura as — ^ =;= a \/rr — n — 2ty -— yy : de forte 
qu'en quarrant chaque membre, & ordonnant en- 
fuite l'équation , l'on trouvera j/^, &ç. qui doit 
avoir deux racines égales lorfque j/ exprime la 
cherchée PM. 

y^ * — 2asyy •+• laaty + aass = o* 
'^ aa •— aarr 

4 » 3 » * » ifO. 

»■ ■'■ " ■' ' ■ I ■!■ ■ ■ I III > l' p ' I I I ■■ I I >i »n m a , i n ^ 
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Ceft pourquoi on la multipliera par la progreffion 
arithmétique 4 , 3 » 2 , i , (? , ce qui donnera 
4^^ — z^asy + 2aay H- ^^^t = ^ , dont la réfolu- 
don fournira pour j^ la valeur cherchée M P. 
' Si le point donné C tomboit fur le diamètre 
AB {Fig. 152. PI. S.)j Pon auroit alors r = ^ ^ 
& il faudroit effacer par conféquent tous les ter- 
ihes où t fe rencontre ; ce qui donneroit ^as 
<-- iaa = 4;y/ =4^x , en mettant pour jj fava- 
leur tfx. D'oàl'on tireroit x r= j — i^;c'eft-à-dire, 
^ue fi Ton prend C P égale à la moitié du pa- 
ramètre , & qu'ayant tiré l'appliquée PM per- 
pendiculaire fur A B , Ton mené la droite CM , 
elle fera perpendiculaire fur la courbe AMD. 

*02*Sr îon veut à préfent que le point M 
( Fig. 15 a* PL 8# ) foit donné , & <yie le point G 
foit celui qu'on cherche ; il faudra dans la der- 
nière équation qui exprime la valeur de AC (/) 
par rapport à AP ^ x ) ou P M (j/) 9 regarder ces 
dernières comme connues , Se Tautre comme Tin-r 
connue.^ 

Définition IL 

Si d'un rayon quelconque de la développée Pon 
décrit un cercle, il fera nommé cercle haifanu 

Le point où ce cercle touche ou baife la 
courbe ^ efl appelle point baifant. 



DES Infiniment Petits. «47 

PROPOSITION V. 

Problème. 

203. L A nature de la courbe A M D ( Fig. 1 55; 
P/. 3. ) étant donnée avec tin defes points queleon^ 
ques M i trouver le centre G du cercle qui la haife 
en ce point M. 

Ayant mené les perpendiculaires MP » CK fur 
Taxe , & nommé les lignes par les mêmes lettres 
que dans le Problême précédent ; Ton arrivera à 
la même équation dans laquelle il faut obferver 
que la lettre x ou j/ , que Ton y regarde comme 
If inconnue , marque ici une grandeur donnée ; 
& qu au contraire s y t ^ que Ton y regarde com- 
me connues , font en effet ici les inconnues auflî 
bien que r. 

Cela pofé , il eft clair i^. Que le point cherché 
Cfera fîtué fur la perpendiculaire MG à la courbe. 
2^. Que l'on pourra toujours décrire un cercle qui 
touchera la courbe en M , & la couperai au moins 
en deux points ( dont je fuppofe que le plus proche 
eft D , d'où l'on abaifTera la perpendiculaire DB ) ; 
puifque Ton peut toujours trouver un cercle qui 
coupe une ligne courbe quelconque y autre qu'un 
cercle , au moin&ien quatre points > & que le point 
touchant M n'équivaut quà deux interférions. 
3^^ Que plus Ton centre G approche du point cher- 
ché C y plus auilî le point d'interfeétion D àpprq-^ 
che du point touchant M : de forte que le point 
G tombant fu|: le point; C • le point D fé réunit 
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avec le point M; puifque ( Art. 76. ) le cercle dé- 
crit du rayon GM , doit toucher & couper la cour-- 
be au même point M- D'où Ton voit que s ex- 
primant A F , & ^ , F G , réquation ^oit avoir 
deux racines égales , fçavoir ( Art. 700.) chacune 
à A P ou P M félon qu'on a fait évanouir j/ onxj 
& wne 9.utrè A B ou B D qui devient auflî égale 
à A P ou P M 5 lorfque t &Lt expriment les cher- 
chées A K , K G ; & qu'ainfi cette équation doit 
avoir trois racinçs égales. 

1204, Soit af=:yy f équation qui exprime la na*- 
ture de la courbe AME>,& l'on trouvera {Art. 20 1^) 
y^^y jScc. qui étant multipliée par 85 3 , o ^ 
—«1 y Û9 produit des deux progreflions arithmé- 
tiques 4/3,2,I,^,gf2, i,^,— I, — z 

4onfte ^y=z2aaty, 

y * — 2as}^y -4- taatj/ 4- ^^ss = ^. 
•+- aof — aarr 

^àatt 

4 > ? > ^> ï * ^* 

2 , I , (? , — I , -r- ^. 

"' J - ' H ? « ' ■ ■■ ■ '■'' . I ■ ■ ■ J 

P'oh Von jtire k cherchée K G ou P E (/ V= ^. 

jSi J'on veut avoir une équation qui exprime la 
naîmrc'delacpurbe qui palfe par tous les points 
Ç t rpA multipliera encore >^^ , &ç. par <> , 3 > 4 > 
^ , <? , prpdiiij: 4es dçij« progreffions 4,3,2, 
ï # ^^ & P 1 î , ? f 5 > 4 i ^ l'on trouvera 8^jry 
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. — ^âay = 6aat: d*où , en fuppofant pour abréger 

^ — {a=ztZy Ton tirera 1/ = ^~, & 4y^ = • - ^ - v - 

r=.aat ; & partant ï6tt^= 2^7411//. D'où il fuit que 
la courbe qui pafle par tous les points C , eft une 
féconde parabole cubique > dont le paramètrç 

= ~ y & dont le fommet eft éloigné de celui de 

la parabole propofée de j^i ; parce que »=a j — ^a. 
Lorfque la pofition des parties de la courbe , 
voifines du point donné M , eft entièrement fem- 
blable de part & d'autre de ce point , comme il 
arrive lorfque la courbure y eft U plus grande 
ou la moindre ; il s'enfuit que l'une des inter-- 
Cedlions du cercle touchant ne peut fe réunir 
avec le point touchant , que l'autre ne s'y réunifie 
en même temps : de forte que Téquation doit avoir 
alors quatre racines égales. En effet , fi l'on multi-- 
plie^"^ , &c. par S4 , 6 , ^ , ^ , ^ , produit des trois 
progrefïîons arithmétiques 4, 3,2, i, o^ & 
2 5 2 , I 3 > , — I , & 2 , .1 , ^ , — i , — 2 ; 
rpiî aur?^ 24;/^==: Q : ce qui fait voir que le point 
1V[ doit tomber fur le fommet A de la parabole , 
afin que la pofition des parties voifines de la cour- 
be foit femblable de part & d'autre. 

Autre S o i xj t i g n. 

^05. N peut encore ( Fig. 1 54. PL 8. ) réfou- 
dre ce Problême en fc fouvenant que Ton a dé- 
montré dans l-atticle y 6 qtfon ne peut mener 
du point cheï'ché G qu'une, fejile perpendiculaire 
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C M à la courbe AMD; au lieu qu'il y a une 
infinité d^autres points G fur cette perpendicu- 
laire M C , d'où Ton peut mener deux perpendi- 
culaires M G9 G D à la courbe. Si donc on fuppo- 
fe que le point G foie d(^nné , & que Ton cherche 
( Art. 300 ) la valeur de x om y par rapport aui 
données / & / ; il eft vifible que cette équation 
doit avoir deux racines inégales , fçavoir A P , 
ABouPM,BD qui deviennent égales entr'ellès 
lorfque le point G tombe fur le point cherché C, 
Ceft pourquoi Ton multipliera cette équation par 
une progreflion arithmétique quelconque > &Ct 

Exemple. 

2o6* Soit comme ci-deffus ax =^yy ; & Ton 
aura ( Art. 20 1 . ) 4>'^ , &c. 

4^' * — ^sy -f. 2aat = 0. 
-+- 2aa 

2*1, o ^ — I. 



qui étant multipliée par la progreffion arithmé- 
tique 2 ^ I , (7 , — I , donne comme ( /4rr. 204.) 

'•y 

auparavant t = ^^. 

CoROLXAIRE. 

207.1 L eft évident qu'on peut ( Fig. 153.. 154. 
P/. )Ji > çonfidérer le point baifant comme ( Art. 
203.) la réunion d'un point touchant avec un 
point d'interfcâioii du même cercle * ou bien 
comme ( Art. 205. ) la réunion dç: deux points 
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touchans de deux cercles différens & concentri- 
ques : de même que le point d'inflexion peut être 
regardé (^rr. 196.) comme la réunion d'un point 
touchant avec un point d'interfeétion de la même 
drbite , ou ( Art. 198.) comme la réunion de deux 
points touchans de deux différentes droites qui 
partent d'un même point» 

PROPOSITION VI. 



Problème. 

^08. 1 ROWER une équation qui exprime la na^ 
ture de la cati/lique AFGK^(F/g. 155. P/. 8. ) 
formée dans le quart de eerch C A M N B ^ par les 
rayons réfléchis M H , N L > éfc. dont les incident 
P M y dN , ^c. font parallèles à C B. 

Je remarque, i^. Que fi Ton prolonge les rayons 
réfléchis MF,. N G 3 qui touchent la cauftique en 
F > G , jufqu'à ce qu'ils rencontrent le rayon G B 
aux points H , L j Ton aura MH égale à CH , & NL 
égale à CL. Car Tangle CMH = CMP = MCH j & 
de même Pangle CNL = CNa=N CL. 

7.^. Que d*un point donné F fur la caùftiquè 
AFK , Ton ne peut mener qu'une feule droite MH 
qui foit égale à CH; aii lieu que d'un point donné 
D entre le quart de cercle A M B & la cauftique 
AFK 3 Pon peut mener deux lignes M H , NL tel- 
les que MH r= CH & NL = CL. Car on ne peut 
mener du point F qu'une feule tangente MH î au 
lieu que du point D , on en peut mener deux MH^ 
N L. Ceci bien entendu ^ 

Soit propofé de m^neir d'un point donné D la 
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droite M H , en forte qu'elle foit égale à la partie 

CH , qu'elle détermine fur le rayon CR 

Ayant mené MP , DO parallèles à CB , & MS 
parallèle à C A, foient nommées les données C O 
ou RS, « ; OD > ^i AC ou CB , ^ ; & les incon- 
nues CP ou MS^ Xi PM ou CSjy: CH ou MH, r. 
Le triangle r^dlangle MSH donnera rr^rr--^ iry 

-^yy + XX : d'oîi l'on tire C H (r) =iî^ii^. De 

p'us les triangles fembtables MRD , MSft donne- 
ront M R(x- « ).MS(x) :: RD(k—>')»SH 

_ 7^-xy ^ ^ ^zxtZTA CSh-SH ou CH= ^^IZI^ 

. JC — Il * \ X tt 

= ^ ■ = — en mettant pour xx+yy fa va- 
leur aa. D'où l'on forme ( en multipliant en croix) 
l'équation aax — aau =: 27^xy — 2âyy ; & mettant 
pour yy fa valeur aa — xx , il vièift i^xy î= aax 
-+- aau -«— 2UXX : quarrant enfuite chaque membre 
pour ôter les incommenfurables , & mettant en- 
core pour yy fa valeur aa — xx , l'on aura enfin 
4»ttx* — ^aaux^ — ^aauuxx H- 2a^ax -+- a'^uu =r 0. 

Or il eft clair que « exprimant C O ; & t » OD ; 
cette égalité doit avoir deux racines inégales^fça- 
voir CP, CQ: & qu'au contraire ti exprimant CE; 
& ^ , EF ; CQ devient égale à CP , de forte qu'elle 
a pour lors deyx racines égales. C'eft pçurquoi fi' 
l'on multiplie fes termes par ceux des deux progref- 
fions arithmétiques 4^ 5 , 2 , i , ^ , & <? , i , 2 , 3 , 4, 
rori formera deux égalités nouvelles par le moyen 
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defquelles on trouvera , après avoir fait évanouir 
Finconnue x , cette équation. 

+ i^iuu — ^6aauu — if^a^uti 

qui exprime la relation de la coupée C E C« ) à 
l'appliquée E F ( ^ ). Ce qu'il falloir trouver. 

On peut déterminer le point touchant F en fc 
fervant de la méthode expliquée dans la huitième 
Sedîon. Car fi ron imagine un autre rayon inci- 
dent pm infiniment proche de PM ; il eft clair que 
le réfléchi mh coupera M H au point cherché F , 
par lequel ayant tiré F E parallèle à P M , Fon 
nommera CE, «i EF,5iCP,X5 PM,;/;CM,^I: 

6c Ion trouvera comme ci-deflus 

z=z 2^. Or il efl; vifible que CM , CE , EF demeu- 
rent les mêmes pendant que C P & P M varient. 
C'eft pourquoi Pon prendra la différence de cette 
équation en traitant ^ , ^ , ^ , comme confiantes ^ 
& X ,^, comme variables ; ce qui donnera luyxxdx 
-h aauydx — aaxxdy — aauxdy -+- 2ux^dy =, o , dans 

laquelle mettant pour dx fa valeur — ^ (que l'on 

trouve en prenant la différence à&yy zr^aa — xx j , 
& enfui te pour^'^ fa valeur aa^ — xx , il vient en- 
fin CE («)= 

Si Ton fuppofe que la courbe AMB ne foit plus 
un quart de cercle , mais une autre courbe quel- 
conque qui ait pour rayon de fa développée au 



aa 
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point M la droite MC ; il e{ 
la petite portion Mm peut et 
arc de cercle décrit du cent 
fi l'on mené par ce centre la 

le rayon incident PM , & q 
(CP = x,CM=:fl)l'ont 
elle ira couper le rayon réfli 
où il touche la cauftique i 
Si l'on tire par tous les pc 
courbe quelconque AMB , ' 
«C à un point fixe G de for 
droites MH , mh terminées 
CB à l'axe , enforte que l'ar 
Cmk = mCh î & qu'il fail 
M Hl le point F où elle toi 
formée par les interfeâion 
droites MH , mh. On trouv* 
CH-^ *^-^y.y — - tJ^ — t 

2y X — t. 

K^ H- uyy -+- x yy - — uxx 

' ~^r "■ 

[^ en traitant m, ^ comme 

comme variables ) donne ix^yàx — uxxydx 

— x'^dy -¥■ ux^ày -f- xxyydy -H uxyydy — uy*d% 

= i & partant la cherchée G E ( o ) 

xxydx — X'jy -^y^dx — xyydy 

de la ligne AMB étant donnée , l'on aura une va- 
leur de ày en àx , laquelle étant fubftituée dan» 
l'expreflion de GE , cette expreffion fera délivrée 
des djifêrences Ôc entièrement connue. 



\ 
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PROPOSITION VIL 
Problème. 

209. OIT une ligne droite indéfinie AO (F/g. 1 5 6. 
PL Z^qui ait un commencement fixe au point Ajjfoit 
entendue une infinité de paraboles BFD, CD G qui 
ayent pour axe commun la droite AO > tf pour pa-- 
ramètres les droites AB, AC interceptées entre le 
point fixe A, ^ leurs fommets B, C. On demande la 
nature de la ligne AFGqui touchfi toutes ces paraboles. 

Je remarque d'abord que deux quelconques de 
ces paraboles BFD * CDG fe couperont en un point 
D fîtué entre la ligne AFG & Taxe A O ; que AC 
devenant égal à AB , le point dinterfifâion D tom-» 
bc fur le point touchant F. Ceci bien entendu , 

Soit propofé de mener par le point donné D une 
parabole qui ait la propriété marquée. Si Ton mené 
l'appliquée DO , & qu'on nomme les données AO, 
u j OD > ^ ; & Tiïiconnue AB, x; la propriété de la 
parabole donnera AB x BO ( «x - xx ) = SO* (^0 î 
& ordonnant l'égalité. Ton aura xx— «x + ^<=^# 
Or il eft évident que u exprimant AO ; & ^ , 00 ; 
cette égalité a deux racines inégales, fçavoir AB , 
C A : & qu'au contraire u exprimant A E i & <, EF * 
AC devient égale à A B , c'eft-à-dire , qu'elle a 
pour lors deux racines égales. C'eft pourquoi on la 
multipliera par la progrcffion arithmétique i yO y 
— I : ce qui donne x = ^ ; & fubfti tuant cette va- 
leur à la place de x , il vient Inéquation « =r 2^ qui 
doit exprimer la nature de la ligne AFG- D'où l'oa 
voit que A F G eft une ligne droite faifant avec 
AQ l'angle FAO tel que AE eft double de EF- 
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Si Ton veut réfoudre cette queftionen général , 
de quelque degré que puiffent être les paraboles 
BFD, CDCj; on fe fervira de la Méthode expliquée 
danslaSeâion huitième, en cette forte. Nom-^ 
mant AE, u* EF , ^ ; AB , x ; Ton aura w-x" x x^ 
= ^ "^ ■ qui exprime en général la nature de la pa- 
rabole BF, dont la différence donne ( en traitant 
» & ;[ comme confiantes > & x comme variable y 

m-— I a — I 

• — mxu — X ^xXx"-MJx ^/xxtt— x^r^?; 

M I •— f 

& divifant par « — x dxxx , il vient — /»x 
-f-^ — nx = ^ : d'où l'on tire X = u s & 



partant u — x = a. Mettant donc ces va- 

leurs à la place de u — x , & de x dans l'équation 
générale j & faifant { pour abréger ) ^ =^ p ^ 

=zq^7n'^n=:r ^ Ton aura ^ = ï/|/p«^*. 

D*oà l'on l'on voit que la ligne AFG efl toujours 
droite» fi compofées que puifTent être les paraboles « 
n*y ayant que la raifon de A£ à £F qui change* 

On voit clairement par ce que Von vient d^ expliquer dans cette 

SeSion , de quelle manière l*on doit fe fervir de la Méthode 

de MK Defcartes d» Hudde /'oi/r réfoudre ces fortes de quef-^ 

lions lorfque les Courbes font Géométriques. Mais Von voit 

axjjfi en même temps qi^elU n*ejl pas comparable à celle de M* 

Leibnirs , que f ai taché d'expliquer à fond dan^ ce Traité : 

pui/que cette dernière donne des réfolutions générales , oii tau* 

ère n* en fournit que de particulières ; qu'elle s* étend aux li" 

gnes tranfctndanteSf & qu'il rVefl point néceffairt d^ôter Us in* 

commenfurables : ce qui fer oit très fouyent impraticable. 

COMMENTAIRS 
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COMMENTAIRE 

Des articles les plus difficiles de rAnalyfe 

des Infiniment Petits, 

La Préface que nous avons tnife a la tête de 
l^Analyfe des Infiniment Petits , nous difpenfe de 
donner ici une idée générale du Commentaire quç 
nous mettons a la fuite de cet admirable Traité. Ce 
Commentaire n^ejl pas dijlingué des Notes fuivantes^ 
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NOTE L 

LA demande , ou plutôt la fuppofition de 
l'article 2. pag. 3. que les Commençans n^ac- 
cordent qu'avec peine , ne contient rien dans le 
fond qui ne foit bien raifonnable. 

En effet , Ton regarde comme infiniment exaéles 
les opérations des Géomètres & des Aflronomes ; 
ils font cependant tous les jours des omifïîons 
beaucoup plus confidérables que celles des Algé- 
brifles. Lorfqu'un Géomètre , par exemple , prend 
la hauteur d'une montagne , fait-il attention à un 
grain de fable que le vent enlève de delTus fon 
îommet ? Lorfque les Aftronomes nous parlent 
des étoiles fixes , ne négligent-ils pas le diamètre 
de la Terre dont la valeur eft d'environ trois mille 
lieues ? Lorfqu'ils calculent les éclipfes de Lune > 

ne regardent-ils pas la Terre comme fphèrique , 

R 
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& par conféquent ont-ils égard aux maifons , aux 
tours , aux montagnes qui fe trouvent fur fa furfa- 
ce ? Or tout cela eft beaucoup moins à négliger 
que dx , puifqu'il faut un nombre infini de dx y 
pour faire x ; donc le calcul différentiel eft dans le 
fond le plus fur des calculs ; donc la demande de 
Yartiele 2. ne contient rien que de raifonnable. 
Toutes ces comparaifons font tirées du Cours de 
Mathématique de Wolf, Tom. i. pag. 418. 

NOTE IL 

X-i* ARTICLE 5. pag. 5. a befoin d'un Com- 
mentaire dans toutes les formes. On convient que 
la différence de x}^ t^ydx -+• xdy -»- dxdy j mais on 
ajoute qu'on peut fans erreur fenfîble omettre dans 
la pratique dxdy. L'on a raifon 5 en voici la dé- 
monflration la plus rigoureufe. Pour la mettre à 
la portée de tout le monde , reprenons les chofes 
d'un peu loin. 

lo. Toute grandeur infinie fe marque par quel- 
qu'un des carafteres 00 , 00*, 00^ &c. 

2^. Le premier de ces caraftéres marque un in- 
fini du premier ordre , le fécond un infini du fé- 
cond ordre , le troifieme un infini du troifîeme 
ordre &c. 

30. Un infini du fécond ordre efl infiniment plus 
grand qu'un infini du premier ordre , & ainfî d'un 
infini du troifieme ordre par rapport à un infini 
du fécond» 

4^, Une quantité infinie ne peut pas être aug- 
mentée par l'addition d'aucune quantité finie ^ 
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îiî diminuée par la fouftraftion d'aucune quantité 
finie. A infî 00 -î- i rz: 00 ; de même 00 — 4 =: 00 , 
Ce que l'on a dit de l'infini par rapport au fini , 
on doit le dire de l'infini d'un ordre fupérieur vis- 
à-vis l*infini d'un ordre inférieur. Ainfi 00 *-4- oo 
= 00*; de même 00^ — cx>*z= 00^. Voyez^en la 
preuve dans la note précédente. 

5**. Toute grandeur infiniment petite eft repré- 
fentée par une fradtion dont le numérateur eft un 

fini & le dénominateur un infini. Aînfi — • -Ar y 

-^ &c. font des fractions qui repréfentent des 

grandeurs infiniment petites du premier ^ du 
fécond & du troifieme ordre. Une grandeur infi-* 
niment petite eft encore repréfentée par une frac- 
tion dont le numérateur eft un infini d'un ordre 

inférieur à celui du dénominateur. A infi -^ re- 

préfente une grandeur infiniment petite. En effet , 



00 j_ 



6®. Un infiniment petit du fécond ordre repré- 
fente une grandeur infiniment plus petite qu'un 
infiniment petit du premier ordre, & ainfi des 
autres à Tinfini. 

7^. Une quantité infiniment petite n'eft rien 

par rapport à une quantité finie. Ainfi i -i 

= I ; I — — = I • De même un infiniment petit 

du fécond ordre n'eft rien vis-à-vis un infiniment 

R;2 
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petit du premier ordre. Ainfi — -h -^ =r — ; 
*-r = — . Vous en trouverez la preuve 

OO 00 * 00 * 

dans la note précédente. 

8^ xy eft le produit de x multipliant >/. 

9®. xy -4- j^/x -+• xdj/ -4- dxd}^ eft le produit de 
x-hrfx multipliant ^ -+- ^ , c'eft-à-dire , eft le 
produit de x augmenté d'une quantité infiniment 
petite , par ^ qui fe trouve auflî augmenté d'une 
quantité infiniment petite j donc ydx + xdjz-k-dxdy 
eft la différence de xy. 

I o^. dxdj/ Èft une quantité infiniment petite du 
fécond ordre par rapport à^^xH-x^ qu'on doit 
regarder comme des quantités infiniment petites 
du premier ordre. En effet y prenons le reftangle 
A B C D ou xjf 9 Fig. 157. PL 8. Augmentons fa 
bafe G D ou >/ de la quantité infiniment petite 
D» ou ^^ , & fa hauteur 6 D ou x de la hauteur 
infiniment petite Dp ou dx ; il eft évident que 
le redangle infiniment petit Bm Dn ou xd}/ y & 
le reftangle infiniment petit CD op ouj/^xfont des 
redtitngles infiniment plus grands que le reélangle 
Dnpr ou dxdj/ , parce que chacun des deux pre- 
miers eft le produit d'une quantité finie par une 
quantité infiniment petite , au lieu que le fécond 
eft le produit de deux quantités infiniment peti- 
tes } donc dxd}^ eft une quantité infiniment plus 
petite qutydx ou que x^j ; donc on peut fans er- 
reur fenfîble la négliger dans la pratique j donc fi 
la différence de xy eft jrfx-H xd}^ + dxdj^ , elle k'- 
t2L ydx^xdy. 
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11^- Il eft donc vrai que la différence d'un 
produit compofé de deux quantités contient la 
différence de la première quantité multipliée par 
la féconde , -«- la différence de la féconde quan- 
tité multipliée par la première. Iln'eft pas moins 
vrai que la différence d'un produit compofé de 
trois quantités fe trouve en multipliant le pro- 
duit des quantités pofées de deux en deux par 
la différence de la troifîeme. La différence , par 
exemple , de xy^ ^^y^dx -t- x\dy h- xyi^^ i en voici 
la démonftration. 

Je fais x;' === w ; donc la différence de u fera la 
même que la différence de xy ; donc ydx •+• xdy 
= du. 

De plus xy = « , donc xy^ = «^ ; donc la dif- 
férence de xy^ fera la mên\g que la différence de 
ux i donc la différence de xy^ eft ^du -h ud^. Mais 
:{du =y:^dx -f xT^dy , parce que du :=ydx -f- xdy ; 
& ud^ -xydT^ y parce que xy=ui donc xdu h- ud^ 
=zy:^dx -H x^dy -^-xyd^i donc fi la différence de 
xyT;^ eft ^du -f- ud^ , elle fera par- là même y^dx 
+ x^dy + xyd^ ; donc la différence d*un produit 
compofé de trois quantités fe trouve en multi-* 
pliant le produit des quantités pofées de deux en 
deux par la différence de la troifîeme. Par là même 
raifon Ton ajira la différence d*un produit com- 
pofé de 4 quantités , en multipliant le produit 
des quantités pofées de trois en trois par la diffé- 
rence de la quatrième. La différence du produit 
uxyi eft donc xy^du -h uy^dx + ux^dy + uxyd^^. En 
génécal la différence du produit de plufieurs quan- 
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tités multipliées les unes par les autres eft égale à 
la fomme des produits de la différence de chacune 
de ces quantités par le produit des autres. M. de 
l'Hôpital avance , par exen^ple , que la différence 
dca-i-xXb —y eft hdx —ady — ydx — xdy. U a 
jaifon. En effet , a-^xX b — y -ab-k-bx—ay -xy. 
JVÏais ab n'ayant point de différence , celle de ce 
dernier produit eft évideniment bdx — ady — yd^ 
» — xdy , donc &c. 

NOTE 111 
JVl^ le Marquis de l'Hôpital affure , à Yartide 6. 
fag. 6. que - ^ ^~^ y eft j^ différence de -. Pour 

le démontrer , je fais - ^r ^ j & j'avance que dans 

cette hipothéfe l'on aura dz =• -^^ — ^- • donc 

yy 

Von aura par là même ^— ^^ pour la différent 

yy 

ce de la fraftion - . Le calcul fuivaht en fera 1* 

y 

prçuve çvidente. 



!{ par hypothéfe. 



y 

». dx z=z \dy •+■ )>d\ 

4. ydx = ^x — xày 

5' ^î - y - y 

^' ^ï == y — ^'^ 
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, dx xi 

7^ < y y 

8. ^^ ^y±_-jc^ 

y y 

Explication. 

1°. La première équation eft une pure fuppo- 
fîtion , qu'on ne peut accorder , qu'en accordant 
que la féconde équation eft inconteftable. 

2^. La troifieme équation eft fondée fur ce 
principe ,• fi x =:^ç , donc la différence de x fera 
égale à k différence de><. 

3^. La quatrième équation a été formée parles 
régies ordinaires , c'eft-à-dire , en tranfportant 
dans l'autre membre de Téquation la quantité 

^dy , après l'avoir affeftée du figne — . 

40. En divifant par j/ la quatrième équation. 
Ton a eu la cinquième équation, & en ôtant dans 
celle-ci les lettres qui fe détruifent , Ton a eu la 
fixieme équation. 

50. Pour trouver la feptieme équation ,> l*on a 
fubftitué dans le fécond membre de la fijcieme 

à ? fa valeur -; 

y 

6^. La huitième équation eft la même que la 
feptieme , aux yeux de quiconque fçait les pre- 
miers éléments de l'Algèbre ; donc fi celle-ci eft 
bonne, celle-là le. fera auffi ; donc la différence 
d'une fradlion eft égale au produit de la diffé- 
rence du numérateur par le dénominateur , — au 
produit de la différence du dénominateur par le 
numérateur , le tout divifé par le quarré du dé* 

K 4 



«64 Commentaire 
nominateur ; donc la différence de - eft , 

X XX 

parce- que le numérateur a n*a point de différence ; 

1 1 J • /t*r 1 ^ n ^d.X --f- xix xdx 

donc la différence de eft 



aa -H 2.ax H- xx^ 
aix 



aa -^ lux H- XX 



NOTE It^. 

JLy ARTICLE 7, page 7 , demandç une foule 
d*éclairciffements ; ils feront renfermés dans les 
réponfes aux queftions fuivantes. 

Première Quefiion. Comment pourroit-on prou- 
ver que — I eft Texpofant de - ? 

Réponfe. x~'=: ' . Eneffetx~'X x*=x* ' 

X 

= X î donc X eft le produit du multiplicande x* 

par le multiplicateur x ' i donc -^ == at ' , 

parce que la divifîon du produit par le multipli- 
cande donne pour quotient le multiplicateur. 

JMais — =— ; donc x ' = — ; donc en général 

une quantité élevée à une puiffance dont Pexpo- 
fant eft un nombre entier négatif, n'eft autre que 
Tunité divifée par la puiffance pofitive de cette 

quantité ; donc x ~ * = — 5 donc x~^ = -j &c. 

X X 

Seconde Quejlion. Eft-il vrai que |/x ait pour 

expofant - ? 
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Réponfe. Cela eft vrai ^ & en voici la preuve. 
% 1 i » 

|/x = X* ; mais x* a pour expofaçt ^ , donc |/x 

a pour expofant 7. Il s'agit donc de démontrer 

que \/x =x*. La chofe n'eft pas difficile. Voici 
comment il faut s'y prendre. 

X* X X* = X* * = x' = X ; donc x* eft la ra- 
cîne quarrée de x. Mais |/x eft la racine quarrée 

de X ; donc }/x = x* ; donc en général une 
quantité quelconque élevée à une puiflance frac- 
tionnaire n'eft autre chofe que la racine d'une 
puiflance dont Texpofant eft le numérateur de la 
fraftion , & le dénominateur eft Texpofant de la 

3 1 s i 

racine ; donc |/x' = x' ; donc |/x* = x^ 
Troijîeme Queflion. A quoi équivaut -7 — ? 

yx' 

I — i * 

Réponfe* --^ — = x *. Je le démontre. V^x' 

yx' 

1 III 

= X* ( quejlion 2^. ) ; donc -5 — = — . Mais -y 

\/x^ X» X* 

= X * ( quejlion i^^. ) donc -;j — = x 

|/x' 

donc -j — == X ' ; donc -7 — • = x *. 
|/x5 |/x^ 

Quatrième Quejlion. Eft-il vrai que i , "|/x , x 
forment une progreflion géométrique ? 
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Réponfe. Il cft évident que i : \/x ::yx: x ; 

car I xx = x, &|/xXl/x=:'x;donc i , y x , 
X font trois termes en progreflion géométrique. 

Leurs trois expofants o , î , i forment une pro- 
greflion arithmétique icaro+i = i,&j+î=i. 

Corollaire l i , >/x , Kxx , x font en pro- 

i 1 i 

greflion géométrique. En effet , i : x^ : : x' : x' , 

* * 1 I 1 - 

car I X x^=: x' , & x' X x^ =r x\ De plus x* : 

x'::x^:*Scarx^Xx'=x' ' = x^,&x^ xx' 

= x^ ; donc i , xS ^^ ^ > ou i , |/x |/xx , x 
font en progreflion géométrique. 

Pour leurs expofants <? , 7 , f , i i ils font en 
progreflion arithmétique. En voici la preuve. 
^ • ' • " • f > puifque la fomme des extrêmes -♦- j 
= i , & que la fomme des moyennes 7 -4- j =: j* 
De plusf .7 : f . I ^ puifque JH- i =f , & que 
^ -*. I zzt I ; donc les expofants ^ j^ j y i font 
en progreflion arithmétique. 

Corollaire 11. Par la même raîfon, i , |/x, 



4 



ï/xx, |/x' , |/x^ , X , ou , I 3 x% xS xS xSx 
font en progreflion géométrique ; & leurs expo- 
fants ^ 3 i j f 3 i 3 7 > I ou I font en progreffion 
arithmétique. 

Cinquième Qacjiion. - y -^ — y — font-ils ea 

|/x' 
progreflion géométrique ? 
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Réponfe. x , x * ^ x font en progref- 

iion géométrique ; car x x x z=ix , & 
I 1 1 _ 



1 
j 



XX ^=:x *=x ; doac x 



* ^ X ou - , -^ — , — font en progreflîon 



X ^ • . XX 



\/x' 
géométrique. 

Il n'eft pas néceflaire de faire remarquer que 
leurs expofants — i , — ^ , — 2 font en progref- 
lîon arithmétique i la chofe faute aux yeux. Il en 
eft de même des autres progreflîons géométriques 
& arithmétiques que propofe M. le Marquis de 
VHôpital i elles fe préfentent à tout Commençant 
qui fçait délivrer une quantité quelconque de fon 
^gne radical , en lui donnant un expofanc frac- 
tionnaire. 

dixième Quejïion. Comment peut-on démontrer 
que ^xdx eli la différence de xx. 

Réponfe, xx eft le produit de x par x. La diffé- 
rence d'un produit compofé de deux quantités 
contient ( Note 2^. ) la différence de la première 
quantité multipliée par la féconde 9 -4- la différen- 
ce de la féconde quantité multipliée par la pre- 
iniçrç ; donc lîi différence de xx eft x^x 4- ^dx 
== 2xdx. 

L'on prouvera par la même note que la différen- 
ce de x^ eft 3xVx ; que celle de x* eft 4x'^ix ; & 
qu'en général la différence d'une puiffance quel- 
conque parfaite ou imparfaite d'une quantité va- 
riable ^ eft égale au produit de Texpofant de cette 
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|nii(rance y par cette même quantité élevée à une 
puiflance moindre d'une unité » & multipliée par 
fa différence. En nommant donc nt un expofant 
quelconque entier pofitif » Ton dira que la diffé- 
rence dex^eft^wx^ ' dx. De même en nom- 
mant —un expofant quelconque fraâionnaire po- 
nt ■——1 m — — * 

fitif , Ton aura — x* //x,ou-x ■ dxf 

m 

pour la différence de x ". Enfin en prenant — m 
pour un expofant quelconque entier négatif^ & 

— — pour un expofant quelconque fraâionnaire né- 
gatif ^ Ton aura - i?7x " ^ dx pour la différence 

dex ■,& — X » //x= X » ^/x 

/i n 

pour la différence de x ■■ . 

Septième Quejlion. Comment peut-on démon- 

trer que — mx dx=z ^ ? 

Réponfe. Pour démontrer que —mx — ■ — « dx 

""■"*" 9flX dx 1 • 1 • 11 f 

= '■ is 9 multiplions les deux membres , 

de cette équation par x'* , nouis aurons ' 
— ^x •"*"*■' '^x= - m)^ VxjOU — wx* ' dx t 
= — »x^ ' ^x ; donc, après la multiplication , 
les deux produits fe font trouvés égaux ; donc les 
deux multiplicandes Tétoient avant la multipli- 
cation. Mais les deux multiplicandes étoienc les 
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deux membres de réquation ^— mx " "^x 

m — * I 

mx _flf ^ j^^^ ^^g ^^^^ membres étoient 



X*" 



réellement égaux^ 

L'on prouvera de la même manière que 



m - — I j 



1 = X " ^x ; donc en 



a 



X 

général la différence d'une puilTance quelconque 
parfaite ou imparfaite d'une quantité variable efl 
égale au produit de Texpofant de cette puiflance , 
par cette même quantité élevée à une puiflance 
moindre d'une unité , & multipliée par fa diiféren<« 
ce. Concluez de là qu'il n'eft pas néceflaire de fan 



m 



re X ^ = ^ , pour trouver la différence d'une puif^ 

fance quelconque imparfaite. 

Huitième Quefiion. Quelle efl la différence du 
cube de ay — xx ? 

Réponfe. La différence demandée efl ^a}yydy 
' — 6aaxxydy hh i^ax'^dy — 6aayyxdx -4- l layx^dx 

— 6x Vx , parce que le cube de ay — xx eft a}y^ 
' — ^aayyx^-h ^ayx^ — x^ En effet fia différence de 
a^y^ efl ^a^ydy {que/lion 6.) La différence de 

— ^aayyxx efl — 6aaxxydy — Saayyxdx ( même 
quefiion )- La différence de + ^^j/x^ efl -t- ^ax^dy 
H- I zayx^dx ( même quefiion ). Enfin la différence 
de — x^ efl — 6x^dx y ( même quefiion ) ; donc la 
différence aflignée efl la véritable différence du 
cube de ay — xx. 
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Neuviè me Quej iion. Quelle eft la différence da 
radical \^xy^yy ? 

Réponfe. La différence demandée efl 

y y . ,, 7 jL^ £n vKÀzx la démon ftration# 

^V Xy ^-Jf yy . 

Pour la mettre à la portée de tout le monde , je 
ftis yy^y-^yy = «• Cela fuppofé , voici comment 
je raifonne. 

I o. tt = \/xy -f- yy h donc la différence de u 
fera la même que la différence de |/xy -+- yy. 

2^. u = |/x7 •+■ j>^ i donc tt« =1 xy -f-jy/ i donc 
la différence de uu fera la même que la différence 
de xy -^yy ; donc ludu '=zydx + xdy -^lydy. 

3^. 2udu =zydx -t- xdy + iy^^fy ^ Uonc du 

ydx -1- xrfy -+- 2ydy • , • ydx^ xdy H- 2yfl(y 

ai/ ' "^ 2\/ xy-^yy 

parce que « = V^^^T^^ ; donc dans l*hypothé- 
fe propofée la différence de u t^^— — ^-j^ - - ^-yJl, 

2 y xy -+■ yy 

Mais dans cette même hypothéfe la différence de 
» efl la même que la différence de yJxy-^yy ; donc 

la différence de \/xy -*- vy ^ft ^ ^^^ y ^y y ^ 

^ y^ y "^ yy 

Corollaire h En faifant v/^ ^ -4- axyy ^= u , vous 
trouverez par le même calcul que la différence de 

j. 1 n a^ -^ayyix H- aaxydy 

ce radical eft y^ ■ ^ •. 

2Va^ -+- axyy 

Corollaire 11. En faifant yax -+- at^p = « , l'on 
trouvera que la différence de ce radical cfl 

" 3 î en voici la preuve la plus détaillée. 

3 ^ax-^ xx^ 
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I 






tion 2^. ) ; donc uu = ^ix -4- xx ' ; donc uu = 

V^^T^^Tx]? ( même queftion ). 

2^- a = yax H- jcx ; donc uuu=ax -*- xx ; donc 
3a«^« = ^^/x + 2x^x ( queftion 6^. ) 

Il lit aJx -f- 2xdx 

3^. 3««rf« - ^rfx + 2x^x i donc ^/« = —3 , 

parce que uu = \/ax -^ xx'^ ( num. i . ) ; mais la 
différence du radical j/^ i ^ xx eft la même que 
celle de u \ donc elle fera ^ 

Dixième Quejlion. Quelle eft la différence du 
radical \/ax H- xx -4- j/^^ .j^axyy, 

Réponfe. La différence demandée eft 

ad < H- 2Jt^jc ayyix -4- 2.axydy 

2V^flX i-xx-i- Vâ^+axyy ^Va^'^î^âxyyX zVax + Xx^^a^ + ax^ 

Pour le démontrer , faifons ^/ax-^xx-h^Va^+t^ 
= « î & voyons ce que vaudra du dans cette hy- 
pothéfe. 

I^. « = \/ax -+- :vx 4- VJ^^H^^ î donc tifl =r tfX 
•4- XX -*- v/tf^ -h- tf XjJ^ î donc 2W^« = ^l^X + 2Xi3?X + 

ayy x 2gxyy ^ ^^^^ ^^ ^^^^ . ^^ ^ ^^ ^ ^^^ 

divifé par 2» + à ^ « ^^ ^ "^ ^^^212 divifé par 2« ou 

2 ya^ H- axyy 
par 2y ax-^xx-^ia^-^ axjy* 
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1^. a J X + 2xelx divifé par 2u 

aix -f- 2.xix 

^ / M,S 



axyy 



jo^ ^/y -^^n xyj ^^jf-^ p^^ ^^ cft^al , par les 
régies de ladivifion des fraftions à ^^^,JL. ^^^ ^ 

l ayydx H- a axyiy 

2 |/a^ •+• axyy X 2 l/^up -*- jrjr H- Va* •*• «jejy ^ 

donc //ir = 



2 l/^ax^XX'\'\/7^^'^raxyy 
ayydx -f- ^axydy , 

' -^-^ ^ ^ =r ; donc 

2 |/a'^ -H axyy ^ ^yax-h- xx -4- Va* h- fl*j!7 

le problème à été réfolu. 
Corollaire. La différence que M. le Marquis de 

lliôpical affigne à la firaâion ^"^ "^ ^^ , , ne pa- 

roîtra pas embrouillée à ceux qui fe rappelleront ] 
ce qui fuit. 

i<>. La différence du numérateur yax-^xx eft 

— ^ ( C(?r. 1/. rfc la quejlion 9 ). 

i*. La différence de \/'xyTyy eft-^ ^'^ ^ ^^^ 

( queflion 9 ). ^^ 

3<>. Le quarré de |/xy -h^jk eft xy +;y. 

4^. La différence d^une fraékion quelconque efi 

égale au^produit de la différence du numérateur 

par 
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jJar le dénominateur , — au produit de la différence 
du dénominateur par le numérateur, le toutdivifê 
jJar le quârré dii dénominateur ( ISlote 3 ) i donc 
la différence de la fratliori propofée eft égale à là 

différence du numérateur yax •-+- xx multipliée 
par le dénominateur y/xy^-^yy , — à la différen- 
ce du dénominateur \/xy -f- 'y y multipliée par le 

liuméiràteur yax -h xx ; le tout àxv\îk^2Lt xy+yyi 

îquârré du dénominateur \/xy -i-yy ; donc la frac- 
tion propofée n'a pas d'autre différence que celle 
que lui a affîgnéé M. le Marquis de l'Hôpital à la 
fin de ^article 7. pag. 12. 



N O T £ V. 

Dans toute la Seftion féconde M. lé Màt- 
quis de l'Hôpital fe fert du calcul différentiel 
pour trouver lès tangentes de toutes fortes dé 
lignes courbes. Il fuppofe que le Lefteur a étu- 
dié avec attention tout ce qui regarde les fèc- 
tiôris coniques ; noiis lé fuppofbns aiifli. Malgré^ 
cela cependant nous alloiis lui rappellet en peit 
de mots les principales propriétés du Cercle ; dé 
la Parabole , de TEllipfe & de rHyperbde. Cette 
cfpéce d'abrégé du Traité des feftions toniques 
efl abfolurheht hécefTaire pour reiidre iîitelligi- 
ble la plupart deè problèmes & des exemplèè que 
tontient cette fecoiidê feftion; 

i^. Si l'on coupe le cône ABC ^ Pig. 158; 

PL 8 , parallèlement à fa bâfe circulaire AIKG i 

S 



•1 



I 
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& plus haut ou plus bas à volonté ; Pon aura un 
cercle LTH , d^autant plus grand ou d'autant 
plus petit ^ que la feâion fera faite plus près ou 
plus loin de la bafe du cône. La propriété de 
cette courbe eft que le quarre d'une ordonnée 
quelconque DF 5 Fig. 159. P/. 8 , eft toujours 
égal au produit des coupées ou abfcifles corrcf- 
pondantes A B\ F" B. Nommons donc D Fj/ y 
ABia , AFx ; Ton aura AC ou CB^ , FB=: 2a 
— X ; & l'équation fera DF* r= AFxFB , ou j/}^ 
= 2ax — XX y c'eft là l'équation au cercle , en 
prenant le fommet A pour l'origine des x ou des 
abfcifles. Si Ton prenoit le centre C pour l'origine 
des abfcifles , c'eft- à-dire , fi Ton faifoit CF =x; 
l'on auroit AF =r a -r- ^ , ¥B=za + x ; & l'é- 
quation précédente fe changeroit en celle-ci , j/y 
=^aa — xx- 

2^. Si Ton coupe le cône ABC, Fig. 1 5 8. 
PL 8 , obliquement à fa bafe & parallèlement à 
un de fes côtés AB ; Ton aura la parabole IGK. 
Une parabole quelconque MSm , Fig. 160. PL 8, 
a pour fommet le point S ; pour foyer, le point F ; 
pour grana axe , S P ; pour ordonnées au grand 
axe , les lignes PM , FN , pK ; pour coupées ou 
abfciflTes correfpondantes , les lignes S? , SF , Sp ; 
pour paramètre , une ligne quelconque égale à la 
double ordonnée Nw qui pafle par le foyer F- 
La propriété de cette courbe , c'eft que le quarré 
d'une ordonnée eft égal au produit de l'abfcilTe 
correfpondante & du paramètre ; ainfi P M* = 
SP xN». Nommons donc ^^ une ordonnée quel-- 
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tônqiie j honinions x fon âbfciffe cortefpondailtei 
& p le plràrtiètré ; l'ori âiirâ pour équation à la 
Jparabole yy =r px. 

30. L'on a dans là parabole MS;^ réquatioii 
i? M* = P S X N^i 5 l'on a encore dans la hiême 
J)arabole pR* i±r /^S x Nw ; donc Fon aura PM* : 
pR* : i PS ^ Nw :/?SxN«; mais le pàraihètrewN 
eft une quantité confiante ; donc Ton aùirà PM* 
î p^ : : PS : pS i donc dans une parabole quel- 
conque lès quartés des ordonnées font etitr'eux 
Comme leurs abfcifles. 

4^. L*on a dans 11 parabole» =px; donc 4 
pz=± i y réqiiatioh deviendra >/ = ix zz= x. 

5 ^è L'on à dans la parabole >/>/ =rr px ; donc si 
Croiflânt ^ ^ doit croitré àufTi ^ parcie que p ell 
titte quantité invariable. Mais lès x peuvent croi- 
tré à l'infini ^ fàrcé que le grand axe de là parâ-^ 
bole peut être prolongé à l'infini ; donc les>' peu- 
vent croitre a l'infini j donc là parabole ira tou-* 
jours eh augmentant ^ & he fe fermera jamais. 

60. Si l'on coupe le cOhe ABC yFig. 1 5 8. PA 8 > 
obliquement à fà bafe & à fes deux côtés , j de ma- 
iiieré que là fédiori côupè les deux côtés du cône J 
l'on âùrà une dlipfe DMN. Une ellipfè quelcon- 
que , par exemple ^ l'ellipfe ABED^ Fig,i6ié 
î^/- 8 , à pour grand axe , AB ; pour petit axe ^ 
ED i pour foyer 5 F ^ /j pour centre de figure , C ; 
pour.ordonnée , PM , pm ; pour abfcifleS corref- 
pondantes- à l'ordonnée PM ^ les ligheà Af^ ^ PB ^ 
pour abicifîes cortefpondahtes à pm^ les lignes A py 
pB î pour paramètre du grand àxe > la double 

4? ' S ^ 
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ordonnée Nw qui pafle par le foyer F. Dans cette 
efpécè de courbe , Ton a toujours là proportion 
fuivante , le quarré d'une ordonnée quelconque 
êft au produit de fes abfcifles corréfpondantes , 
comme le paramètre eft au grand axe , ou PM* 
: A P X P B î : Nw : A B. Nommons donc A B j 
^^ ; ED ^ 2b i Nw , p ; PM, ;/; AP , x ; Ton 
aura PB=^2^ï— X, &la proportion précédente 
fe changera en celle-ci ^ }^y : lax ^--xx :: p: 2a i 

donc 2ajy == 2apx — pxx; doncjy/ == *^ — 5 

donc j/j^ == pk •■^^~ j & c'eft-là Téquation au pa^ 

ramètre de Tellipfe , en prenant l'un des fommets 
A pour l'origine des abfcifles. 

70. Si l'on avoir pris l'origine des abfcifles au 
centre C , c'ejl-h-dire , fi l'on avoir CP = x ^ Von 
auroit eu AP = ^ --^ x , & PB = ^ + x- La pro- 
portion précédente fe feroit di3nc changée en 
celle-ci i j^y :aa — xx:: p :,2a ; donc 2ay}^ = aap 

• — pxx : donc yj/ =^^^ — ^^ ; donc^>/ ={ ap 

; & c'eft-là l'équation au paramètre de 

rellipfe , en prenant les abfcifles depuis le centre C« 

8^. 2ayy =z aap — pxx : donc ^^^ :=iaa — ^ xx 5 

P 
donc X augmentant , le fécond membre aa < — xx 

doit diminuer. Le fécond membre ne peut pas di- 
minuer , fans que le premier membre -^^ dimi- 
nue. Mais dans ce premier membre , il n'y a que^ 
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oni qui puiffe diminuer , parce que le grand axe 2a 8c 
)dÎ le paramètre p font des quantités confiantes ; donc 
dans rellipfe x augmentant , y doit diminuer* 
JVLais X ne peut augmenter que jufqu'à un certain 
point , parce que le grand axe de cette courbe eft 
li-' déterminé ; donc rellipfe fe fermera dans les deux 
\^ points où les x ne feront plus fufceptibles d'aug- 
J. mentation ; donc elle fe fermera aux deux fom- 
J mets A ôc B. 

1 90. L'on a dans Tellipfe P M* : A P x P B : : N» 

: A B ; Pon a encore pm^ : A p x pB : : N w : A B 
( Tjum. 6 ) ; donc Ton aura P M* : A P x PB : : 
pm* : Ap X pB i donc P M* : pm* : : A P x PB : 
ApxpBi donc dans Tellipfe les quarrés des or- 
données font entr'eux comme les produits des abf- 
ciffçs correfpondantes. 

lo**. Il eft encore démontré dans tous les Trai- 
tés des Serions coniques > que dans toute ellipfe le 
quarrè d'une ordonnée quelconque eft au produit 
des abfçîfles correfpondantes , comme le quatre 
du demi- petit axe eft au quatre du demi-grand 
axe i donc Ton aura , en prenant l'origine dés abf- 
cifles à l'un des fommets , la proportion fuivante ; 
^y : 2ax^xx i: bbiaa i donc aayy n: labbx^bbxx j; 

1 2abbx — bbxx j ^bbx, 

aonc>'^ =?;: — ^-r—, — ^ — ^ * donc yy =; --^-r^ -r-n 
5 & c'eft-là réquation aux axes de Tellipfe , en 



OM. 



prenant l'origine des abfciffes à l'un des fommets. 

1 1°. Dans toute ellipfe le quatre d'une ordon-^ 

née quelconque eft au produit de? abfciffes correC- 

S5 
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pondante*? , comme le quarré du demi-petit 2ixe 
eft au quarré du demi- grand axe ; donc , en pre-* 
nant Torigine des abfciflçs au centre C , Ton aura 
}'y : aa -^ XX : ibb : aa ; donc aa^y ^anbb — hbxx* 

aabb — bbxx , ,, bbxx « 

donc rj/=:: yaoïicyy — bb jSç 

ç'eft-là réquation aux axes de rcliipfe, en pre- 
nant le centre de la courbe pour Torigine des 
abfcifles. 

1 2^ Il eft enfin démontré dans tous les Traité? 
des Sellions coniques que dans une elijpfe quel- 
conque le grand axe eft au petit axe , comme Iç 
petit axe eft au paramètre, 

I3^ Si l'on coupe le cône ABC» (F/^- 158. 
P/. 8 ) , obliquement à fa bafe , & aux deux côtés 
4u cône , de manière que la Sedlion prolongée en 
Jiaut , aille couper un des côtés A B , auflî prolon- 
gé ; l'on aura Thyperbole F H E , dont le grand 
^xe fera îi R , à l'extrémité duquel on pourra for- 
jner une féconde hyperbole égale à celle dont nous 
venons de parler, afin d'avoir deux hyperboles op 
pofées fur un même axe H R. L'hyperbole w A JM, 
(F/g. 162. P/. 8), a pour axe principal, AB; 
pour petit axe , P E ; pour foyers , F , / , pour 
centre commun aux deux hyperboles oppofées , Iç 
ppint C ; pour ordonnée , P M ^ à laquelle corref- 
pondent les abfcifles AP , BP ; pour paramètre du 
grand axe , la double ordonnée Nw qui pafle p^r 
le foyer F. Faifons donc AB=:2^, AC ouGB 
==^,PE=:2J, DCoiiCE=:rfe,Nw=^'f , PM 
E;=/i APf=^? te ^ura BP— 2^-+-x. Pan§ 
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cette efpéce de courbe Ton a toujours la propor- 
tion luivante , le quarré d'une ordonnée quelcon- 
que eft au produit des abfcifles correfpondantes , 
comme le paramètre eft à Taxe principal ; donc 
PM* : AP X BP : : Nw : AB j donc;/j : 2^x-hxx : : 
p : 2a i donc zay}/ = 2apx + pxx j donc >^^ = 

îfE^i:±£f^, donc :y^ = f>x + ^-^}i 8c c'eft-là l'é- 

quation au paramètre de l'hyperbole , en comp- 
tant les abfcifles depuis le fommet. 

140. A quelques iignes près , Téquation eft la 
même pour l ellipfe & pour rhyperbolc. En effet, 
réquation commune à ces deux courbes eft j^ = 

px q: ^^. Dans les doubles fignes le fupérieur eft 

pour rellipfe 5 & Tinférieur pour Phyperbole. 

1 50, En comptant les abfcifles depuis le centre 
C , c'eft-à-dire , en nommant C P , x ; Ton aura 
AP = x — ^ ,& BP =1 X -+• ^. Dans cette hypo- 
théfe le produit des abfcifles correfpondantes fera 
XX — aa-j 6c h proportion de nun?. 1 3. fc change- 
ra en celle-ci , ^^ : xx -— ^^ : : p: 2a ^ donc 2ayy 

z=pxK — ^^j? : donc "^^ = XX — aa j & c'eft-là 

l'équation au paramètre de l'hyperbole, en comp- 
tant les abfcifles depuis le centre G. 

1 6^. A caufe des quantités conftantes 2a Sep y 
les quarrés des ordonnées PM , pw font entr'eux 
comme les produits de leurs abfcifles correfpon- 
dantes. Le calcul eft le même que celui que nous 
avons fait pour Tellipfe > num^ 9. 

S ^ 
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1 7^. L'hyperbûle va toujours en s'élargiflant , Ô6 
elle ne doit jamais le fermer. En effet , dans Téqua- 

tion -^^ ^zrzxx — aa^x augmentant , y doit aufli 

augmenter , parce que les quantités repréfentées 
par a & par p font dés quantités invariables, Mai^ 
X peut augmenter à Pinfini , parce qu'on peut 

{prolonger AP à l'infini ; donc j/ peut augmenter à 
'infini ; donc les ordonnées à l'hyperbole repré- 
sentées par y , von^ toujours en augmentant \ 
ipefure qu'elles s'éloignent du fommet A ; donc 
l'Hyperbole v^ toujours pn s'élargiflant i donc elle 
pe doit jamais fe fermer. 

1 8^. Dans l'hyperbole équilatere 2^ = p j donc 

l'équation généifale "-^^ —xx — aa fe réduit pour 

l'hyperbole équilatere ^ yy-zzzxx — aah ce qu^ 
^onpe X — a ly :\y : ^ -+- ^i donc dans cette ef- . 
péçe 4e courbe l'ordonnée eft moyenne propor- 
l^ionnelle entre les abfcifles correfppndarites. 

19°. Dans l'hyperbole comme dans l'ellipfe, 2a 
: 2^ : : il^ :p , ç'eft-à-dire , le paratnètre ç^ une troir 
^eme proportionnelle au grand & au petit axe. 

2Q^. Lès lignes Q.«j^ Og^[Fig. 162. P/. 8.) 
qui fe cpupent au centre G, & dont la première 
çfi parallèle à la ligne AE, & la féconde à la ligne 
AD y font les affymptotes des deux hyperboles op- 
pofees ?? AM , miHB. Il eft démontré dans tous les 
Tr^itéç des Serions coniques que le reftangle fous 
^'ordonnée hn & Tabrcifle Qh eft égal au quarré de 
AH- Faifons donc /?»= j/ , CA = x , & AHz= a ; 
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nous aurons xy:=iaa^ & c'eft-là réquatîon d§ 
Vhyperbole rapportée à fes aflymptotea. 

2 1 o. Tout ce que nous avoas dit jufqu'à prifent 
doit s'entendrç des Seftions coniques ordinaires y, 
ç*eft-à-dire , des Seftions coniques tirées d'un 
eone qui a pour bafe un cercle ordinaire. L'on. 
trouvera num. i. ce qu'il faut entendre par cercle 
ordinaire. 

2 2^. Les Serions coniques d'un genre fupérieur 
font tirées d'un cône qui a pour bafe un cercle 
d*un genre fupérieur , c'eft-à-dire , une courbe 
dont les ordonnées & les abfcifles fourniflent une 
équation d'un plus haut degré que celle que don- 
nent les ordonnées & les abfciffes d'un cercle qr- 
dînaire. 

2 3 °. Suppofons que le cône ABC, ( F/g. 1 5 8. P/* 
8 ) , ait pour bafe une courbe dans laquelle le cu- 
be de PQ foit égal au produit du quarré de A Q 
multiplié par QC î ce cône donnera les Seftions 
fuivantes. 

La parabole qui en fera tirée , aura pour équa- 
tion y =/?'x*. 

L'ejlipfe tirée de ce n>ême copte aura pour équa*. 

tionj/^ =px^ — — , Qu 7.ay^ = 2apx^ — px^; ce 

qui fe réduit à Ja proportion fuivante , j/^ : x* X 
{^2a — x' ) : : p : 2^. 
L'équation à l'hyperbole prée de ce même conç 

fera^'^ zz px* -H ~ , ou 2ay^ •=• 2apx^ + px^ ; ce 

^ui 4pnne la proportipi^ fuiv^pte j Z'' : x* x (2a 
Hh x' ) : : p : id. 
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24°. L'équation à la parabole cubique étant jr^^ 
= p'x\ elle fera fera par là même;/* "*" * z= p V y 
& elle fera en général pour toute parabole d'un 
genre fupérieur>/""^''=rp"x\ De jnême Téqua- \ 
tion du num. 15. fe changera , pour Tellipfe & 
pour l'hyperbole, en Téquation générale ;/"'^'* 

250. Il faut donc que dans l'équation générale 
appliquable aux ellipfes & aux hyperboles d un 
genre fupérieur , Texpofant de j/ foit égal à la 
fomme des expofants des deux abfcifles corref- 
pondantes à Tordonnée ^. Il faut encore que dans 
réquation générale appliquable à une parabole 
quelconque d'un genre fupérieur , l'expofant de^ 
foit égal à la fomme des expofants de l*abfciffe 
correfpondante & du paramètre. Aufïî l'équation 1 
y n=zp\' eft^-elle autant l'équation à une para- : 
bole cubique quej'^=:pV; parce que l'une & j 
l'autre donnent l'équation généraleJ/"'^'*~p"x^ | 

26^. Tout ce que nous avons avancé dans cette 
Note , eft dévelopé & démontré dans tout Traité 
des Serions coniques. On peut confulter celui que 
nous avons donné dans la troifiéme édition de no^ 
tre petit Didtionnaire de I hyfîque en 2 volumes 
/»-8^ , imprimé à Avignon chez la Veuve Girard 
en l'année 1767. On peut encore confulter le 
Traité des Seélions coniques de l'Abbé de la i 
Caille 3 & le Commentaire que nous avons dor z 
de ce Traité dans notre Guide des jeunes Mat - 
maticiens , imprimé à Avignon chez la mêi 3 
Veuve Girard en l'année 1765* 

I 
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NOTE VI 

I 1 ES deux qucftions fuivantes jetteront un grand 
Jour fur V article 9 , page 1 4, 

Première Quejlion. Comment peut-on démon-* 
trer que les triangles ;;^ R M , M P T ^ ( Fig, j. PL 
i^. y font femblables ? 

Répoïjfe. Lçs deux triangles wRM , MPT ont 
d'abord un angle droit chacun , l'Un en R, l'autre 
en P. Ils ont enfuite l'angle T égal à Tangle M , 
parce que le côté infiniment petit TAm étant con- 
fondu avec la ligne MT prolongée , & cette ligne 
coupant les deux parallèles T P , MR 5 il eft im- 
pofïîble que l'angle extérieur M ne foit pas égal à 
l'angle intérieur T; donc les deux triangles wRM, 
MPT font èquiangles ; donc ils font femblables ; 
donc ils ont leurs côtés homologues proportionnels. 

Seconde Quejlion. Comment la connoiflance de 
1^ foutangente PT, ( Fig. 3, P/. i . ) , peut-elle con- 
duire à la connoiflance de la tangente MT. 

Réponfe. En connoiflant la longueur de la fou- 
tangente PT , l'on a le point T auquel doit abou- 
tir la tangentç demandée. Le point M d'où cette 
tangente doit partir , eft donné de pofitfon j donc 
en connoiflant la longueur de la foutangente PT, 
Von a les deux points extrêmes de la tangente M T; 
donc la connoiflance de la foutangente P T con- 
duit néceflfairement à la connoiflance de la tan- 
gente MT5 parce que d'un point quelconque à un 
point quelconque on peut toujours tirer une ligne 
droite. Pour trouver donc facilement une tangen- 
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te quelconque M T , il ne s'agit que de fçavorf ] 

jîianier U formule générale ^^ =:;=: P T , en diffé-* j 

rendant l'équation de la courbe à laquelle on 



veut tirer une tangente, 

»— I ■.— — - 1 I ll f l n\- ! ■ I II 



NOTE Vlh 

I ! b N apprend dans \ article 1 1 5 p^g, 1 5 - à tirer 
des tangentes à des paraboles & à des hyperboles 
de tous les genres. Il s'agit d'abord de tirer une 
tangente à une courbe dont Téquation eft ax^^j^y. 
Cette courbe çft évidemment \Note 5. num. 2. ) 
une parabole ordinaire dont y eft une ordonnée 
quelconque , x rabfcifle correfpondante ^ SiCalo 
paramètre. En différentiant l'équation ax =1 yy y 
Ton trouve tout de fuite que dans cette courbe dx 

m^îlil^ La foutangente PT eft dans toutes les 
courbes égale à -^--. Msiis dans la parabole ordi-* 
naire dx =: Î2LZ,- donc dans la parabole ordinaire 
Ton aur^ P T= ^^^ = ^. Dans cette même 

ady a 

parabole Ton a ^j/ === ^x i donc ^ == — =: 2x j 

donc dans la parabole ordinaire la foutangente 
PT = 2x = 2 AP , ( F/g, 3. P/. I ) i c'eft-ià le 
num. I. àitY article w. 

Le num, 2. du même article apprend \ tirer une 
tangente à une courbe dont Téquation eft aa-=:xy^ 
C'eû-là ( Note 5 , num. 20. ) réquation de l'hy^ 
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ijtétbole ordinaire rapportée à les aflymptotes. 

i Cette équation différentiée devient, à câufe de lai 

confiante a^ydx + xdy = ; donc^rfx = — xd^\ 

I donc dx=z — ^^. La fôutangente PT eft dans 
toutes les courbes égale à ^ ; donc Ton aura 

dans rhyperbole ordinaire P T t=i — ^^^^ z=± 

- — X ; donc en prenant PT = PA , (Vig. 4. P/. i \ 
& en plaçant PT du côté oppofé au point A , Ton 
aura la longueur de la fôutangente à laquelle ré- 
pond la tangente MT. 11 n'eft pas néceflaire de faire 
remarquer que le point A eft le point d'interfee* 

^ tion des deux alTymptotes de Phyperbole repréfen* 
tée par la figure 4 de la planche i . Il eft encore 
moins néceflaire de faire remarquer que les Géomè- 
tres font convenus de défigner les pofitions oppofées 
des lignes par les fignes -f- & — . Si PT nz: h-x , 
lorfque le point T eft au deflus du point A , c'eft- 
à-dire , au deflus du point de l'origine des x i Toii 
aura PT -=. — x , lorfque le point T fera au def- 
fous du point A. Ce font là des connoiflances que 
l'on doit fuppofer dans tout homme qui entre- 
prend de lire un Traité auflî difficile que celui des 
Infinîment Petits- 

Le nur?7. 3 de Y article ir. demande un long 

I Commentaire. Pour le rendre plus clair , nous al- 
lons le renfermer dans les réponfes aux queftions 

i fuivantes. 

Première Queflion, De quelle efpéce de para- 
bole parle-t-on au num^ 3 de V article 1 1 • 
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Réponfe. M. le Marquis de THôpital parle > âi 
num 3. de V article 1 1 , des paraboles d'un genn 
fupérieur^ puifqu'il a parlé des paraboles ordi- 
naires , au num. i du même article. 

Seconde Quejlion* Pourquoi , dans Téquatioil 
générale >"=: X , M. le Marquis de 1 Hôpital ne 
fait-il pas mention du paramètre de la courbe ? 

Réponfc. Parce qu'il fuppofe ce paramètre = i# 
Or IX =zx: & comme toutes les puiflances de ï 
donnent i ; €ip=: i ^ Ton aura px:=:x j p^x =Xi 
p'x =1 X &c. 

Troifteme Quejiion. Comment Péquation gé- 
nérale;/" = X peut-elle convenir aux paraboles 
d'un genre fupérieur , puifque nous avons afluré 
(^num. 2^ 8c l'y de la Note 5.) que ces courbes 
a voient pour équation générale >/" "^ ":= p" x'' ^ 
ouj/"-^' =p"xr 

Réponfe. i^. Nous verrons dans la réponle à 
la queftion 5^ , que lorfque Pexpofant 7^ eft un 
nombre fraâionnaire pofîtif plus grand que runi-»- 
té , l'équation ^^ = x équivaut à Téquation ge-* 
nérale ;/"•*"" ^^"'x". 

2^. L'équation j/"= x équivaudra à l'équa- 
tion ^/"'^"zr: p"x", fi l'on fuppofe que Texpo- 
fant 777 que donne à j/ M. Le Marquis de l'Hôpi- 
tal , eft égal à l'expofant de x qui eft i , H- à 
Pexpofant du paramètre qui multiplie x» En effet i 
fuppofons /;? zzr 15 ; l'équation y^ '=x deviendra 
>/'==: I* x' , c*eft- à-dire , le cube d'une ordon- 
oée quelconque eft égal au produit de l'abfcifle 
correfpondante par le quarré du paramètre égal 
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Tunité ; ce qui eft en effet" l'équation à une ef- 
éce de paraboles cubiques. 
Quatrième Qutfiion. La valeur générale de la 

^foutangente PTétant*—^, comment peut- il fe 

\ faire que PT devienne :=i ttjx dans les courbes 

.' dont réquation eft y^ ■=^ x. 

Réponfe. Le calcul fuivant va fervir de folu- 
tion à cette queftion. j/*** =ir x , donc la différence 
de >'" fera égale à la différence de x , donc 
fTTy"" ' dy =idx j donc en faifant entrer la nou- 
velle valeur de dx dans la formule générale ^^ ^ 
Ton aura P T zn yxmy--^dy _ ^^ ^^^.^ ^. 
t= X , par hypothéfe , donc wy^ = mx i donc 

PT = 772X. 

Cinquième Quefiion. Comment Téquation y * 
.:= X , peut-elle devenir y^ = axx ? 

Réponfe. Elle le devient par le calcul fuivant. 

» 

y^zrzx ^ donc l/v^ =x ( A/(?f^ 4^. quejlion 2. ) 
doncy =z XX ; donc^^ =z ixx ; donc , eh fai- 
fant le paramètre i r= a , l'on aura^* = axx i 
àoïicy'-^^ =ia' x^ i donc ^ °* "^" " 1= ^" ^\ 

L'on trouvera par la même méthode qucy^nx^ 

devient y = ^xxx. En effet, j/' =r x , donc 

VO^* = X , donc y^ = xxx ^ donc ^"^ :=: ixxx , 
donc y^ r= ^xxx , donc ^ '"^* = ^' x' , donc 
^m-^n_.^m^n^ donc noûs avons eu raifon d*af- 
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furet dans la réponfe à la troifieme queftion ; qîié 
lorfque Texpcfant m eft un nombre fraftionnaîrë 
pofitif plus grand que l'unité y Téquation ;/* == x 
équivaut à Péquation générale j/*"*" " =zp^ x". 

Sixieme Quejiim* Comment peut-on prouver 
^wty * = ^ donne Téquation a} = xyy , là- 
quelle équation convient à l'hyplerbôiè ciibiqué 
rapportée à fes aflymptotes ï 

Réponfe. i ^. Il faut fe rappeller qUe àaz=xy 
eft réquatioh à Phyperbole ordinaire rapportée 
à fes aflymptotes (^Note 5^. num. 20. j 

20. ^'— » = X , donc -^ = ;t ( Noie 4^. i^uef- 

tion u ) donc i = xyy i mais dans le cas pré- 
fent i =za^ y puifqu'on ne peut pas avoir aaz= xy ^ 
fans avoir a^ = xyy , donc y * ±=: x eijuivaut 
à xyy = aK .. 

Septième Quejîion. D'où eft tirée la proportion' 
dx : dy :: my"" ' : i ? 

Réponfè. Cette proportion eft tirée de l'équa-^ 
tion my"^ 'dy =: dx. En effet , vous aurez cette 
équation , en multipliant d'un côté les extrêmes y 
de l'autre les moyennes de là pfoportioii donnée. 

Huitième Quejiion. Pourquoi , eh fuppôfànt> 
T=o , la railon de ày à dx eft-élle infiniment 
grande , lorfque m furpafle i ? 

Répovfe. Lorfque m furpafle i 3 Texpofant 
m-^ I eft un expofaLnt pofitif S\y=zùy & que 
m — I foit un expofant pofitif , le terme my 
devient o * donc la proportion dx : dy : : my 
: I devient dx i dy :i &\ i , ou «^ : ^x : : i : ^. 

Mais 



m 
m 
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Mais i eft infiniment plus grand que a y donc dy 
eft infiniment plus grand que ^x ; donc ^ en fuppo- 
fant^ = ^ > la raifon de dy à dx eft infiniment 
grande , lorfque m furpaffe i . 

Neuvième Ouejiion. Pourquoi , en fuppofant 
y = ^ , la raiîbn de dy ï dx eft-élle infiniment 
petite ^ lorfque m eft moindre que i ? 

Rèponfe. Lorfque m eft moindre que i , l'ex- 
pofant m — i eft un expofant négatif. Suppofons 
»î = 7 , Texpofant m — i fera — i , & le terme 

my"^ ' fe changera en {y~X = r-r— ( Note 4^* 
quejl. I. ) Suppofons maintenant j' = d > le ter- 
me ; — r— fera - : donc eft fuppofant y =:û^ ôc m 

moindre que ï , le terme ;»>*""' devîehdra- 5 

& la proportion dxidyximy^ * : i fe changera 
en celle-ci dx idy \^ ^i ï ^ 6\x dy : dx : : i : i* 
Mais I eft infiniment plus petit que 5 , parce que 
o eft contenu une infinité de fois dans i ; donc , 
en fuppofant j/ = ^ ^ la raifon de dy à dx eft infi- 
niment petite ^ lorfque;» eft moindre que i. 

NOTE f^IIL 

L A formule générale P T =^ ^ s'applique 

dans l'article 1 2 , pag. 17 , à des ellipfes de touâ 
les genres. La première ellipfe à laquelle on l'ap- 
plique , eft une ellipfe ordinaire ( Note 5 , num. 6 ), 
puifqu'on fuppofe que la courbe ÂM B , (F/g. 5. 

X 
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PL I ) , eft telle que le reftangle fous les abfciffes 
AP , PB eft au quatre d^ l'ordonnée PM, comme 
le grand axe A B eft au paramètre A D ,♦ ce qui 

donne l'équation ^=zax— xx^ en faifant le 

grand axe A B = ^i , & le paramètre A D =^. 

Cette équation différentiée devient -^j^ = ^^^ 

♦ 

—, 2xdx ; donc dx = -^^A^, Mettons cette 
nouvelle valeur de dx dans la formule générale 
PT == ^, l'on trouvera P T = ==^^^ = 

dy ah — ihx X dy 

.p-'^yy , Mais r équation de Vellipfe AMB donne 

ah — 2bx ^ 

jy=^;,^xxidonc^;^3f^= ^^^^ , 

donc PT = ^^^ - ^^^ . Mais AT=PT - AP= 

a — ^x 

aaX'-axx __ 2ax — ■ 2JgJg — ax^-h 2xx ax ^ 

^_2j^ "" ^ — 2X a — 2X 

A ^ AT— ABxAP 

donc A T — ^B _ ^^p. 

L'on apprend enfuite dans le même article 1 2 
à tirer une tangente à une ellipfe d'un genre fu- 
pérjeur. L'ellipfe qu'on fuppofe eft telle , que le 
cube de AP X le quarré de PB eft à la cinquième 
puifTance de PM y comme le diamètre AB eft au 

paramètre AD; ce qui donne Téquation -y- 

= x' X a — A?* , ou ^ = x' X aar-^Zé^x-i-xx y ^ 
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ou enfin ^ 1= aax^ --*• 2^ïx*-^-x^ Cette équation 

^rentiée devient ^^ ^ = ^aaxxdx — %ax^dx 

^k^dx ; donc dx = — , -l ' ï / z ;t-i- F^î- 

fons entrer la nouvelle valeur de dx dans la for- 
mule générale P T = -^ j nous aurons 

( ^aabx'^ - 8flAx^ -f- 5Ax* ) x cfy "^ Jtf^Ax* — 8tf3x' -+ 5^x4 

= P T. Mais ^ = tf^x^ — 2ax^ -t-x^ i donc en 

fubftituant cette nouvelle valeur , Ton aura P T 

= ' r :; — 5 TT > & ^^ divifant le numé- 

rateur & le dénominateur de cette dernière frac- 
tion par ^ixx — x' , Ton aura pour quotient P T 

= i-LZ^5£^. Mais AT=Fr^AP = ^""-^"^. 

^a — 3x 3tf — ^x 

Sax — S^x — ^ax H- S^x 2ax 

^_a* ^ . PU MMÉ^i*— ■ i n ■ I II ■* fc - Il - I II • 

^a — ix 3^ — JJf * 

donc dans rellipfe dont il s'agit , Ton aura A T 
aABxAP 



~" JAB — iAF 

L'on pourroit demander ici de prouver que le 
numérateur fyaax^ — lo^x*-*- 5xMivifé par ^ixx 
— x^ donne pour quotient f^ax — ■ 5xx. La preuve 
fe préfente d'elle-même. Multipliez le divifeur 
^ixx — x^ par ^ax — 5XX, vous aurez pour produit 
le dividende f^aax^ — lo^x*-*- 5x^ ; donc le nu- 
mérateur fyaax^ — lo^x* -4- 5x^ divifé par axX'^x^ 
donne pour quotient ^ax — 5xx. 

T* 
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L'on prouvera de la même manière que le dé- 
nominateur ^^aax* - Zax^ -♦- 5^ divifé par axx — x^ 
donne pour quotient ^a — 5X. 

M. le Marquis de THôpital termine Varticle i ^ 
par une formule générale appliquable à toutes les 
ellipfes d'un genre fupérieur. Cette formule géixé- 

raie eft (^Note 5 , num. 2j ^ 24 , 25 ). -^-^ — 

= x" X a — X '. Tout ce qui peut arrêter un Com- 
mençant dans le calcul de cette formule , eft 
éclairci dans les queftions fuivantes. 

Première Quejlion. Quelle eft la divifion qui a 



m-^-nn X a 



donné le quotient — tiré de la firaâion 

^ ma — * — nx 



m -4- nx >^ a x 



mx Xa — X — m — * XX 

Réponfe. i^. Le numérateur de la firaétion d'où 
ce quotient eft tiré , eft m-^nx^ X a — x *• La 
quantité m h-/ix* a été divifée par x" '.En effet 
m^^nx^ divifé par x" ' donne m-^nx' * f^ ' 
= /«-+- nx' = /» H- nx. Pour la quantité a — ^* y 
elle a été divifée par a — x"" ' , puifque a — x* 
divifé par 7^x~ ' •=, iT^'""* ' ^T^x =a-x. 

2^. Le dénominateur de la fradion qui a donne 

le quotient dont on parle , eft «x* ' x a — jp* 

— na — at" ' X x". Ce dénominateur eft comme 
compofé de deux parties ; la première eft i»x" ' 

X a — X' La première quantité de cette première 
partie , c'eft-à-dire , wx" ~ ' a été divifée par x*~ ', 
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kiX2e qui a donné m pour quotijsnt. La féconde quan- 
a- tité de cette même partie a été divifée par 

éz — jc" ' } ce qui a donné pour quotient , com- 
ck xtie cî-deflus , ^ -— x. Auflî le quotient total de 
s <:ette première "partiç eft-il jtî x ^ — x = ma — jr. 
5^ La féconde partie du dénominateur en queftion 

L ieft —na — x"" ^ X x". L'on a divifé — na -x" ' 

,^ par A — jc' ' , & Ton a eu pour quotient — »• 

"^ X-'on a enfuite divifé x*parx"*~' , & Ton a eu» 

' comme ci-deflus , pour quotient x' r=: x. Auflî le 

quotient total de cette féconde partie çft-ïl 

f — 7Z X X =: — ;2x. 

' 50. Si P T = "^E^^"^ ; Ton aura évidcm- 

^ ma — X — -nx 



^ riT^ m-4-r n x ax xx m H- nX ax ** 

ment ri =1: -^ — ^—^ iin =====• 

ma ' — /njc — nx ma — m — nx 

Seconde Quefiion. Comment a-t-on trouvé AT 

. nax 



ma — m — nX 

m H- 71 X ajc XX 



Réponfe. AT = PT — A P 



ma — m — n^ 



m-^i* nax — m — n XX 



^^•^^■"^^^^^ 



ma — m — 71 X 



m 



"h- nax — T- m — nXX — tnax -f-m-f-TiXX, 



■ I ■ ■ « ■ I 



ma —m — nX 
nax 



— î à caufe des quantités qui fc dé- 



ma — m — nX 

truifent dans le Aumérateun 

Corollaire. Toutes les opérations que nous ve- 
nons de faire dans cette Note 8 prouvent qu'il eft 

S3 



f 



t94 CoMMENTAIRfe 

plus facile de manier une équation qui a des cliif^ 
fres pour expofants y que d'en manier une dont les 
expofants font des lettres. 

NOTE IX. 

T j ' ARTICLE 13, pag. 1 8 eft pour Phyperbole, 
ce que V article précédent a été pour l'ellipfe. Voici 
quelques remarques qui ferviront à Téclaircir. 

I®. Lalcfture àtX^Note 5^ , convaincra tout 
homme qui eft au fait des Serions coniques , que 

réquation -^-r — = x X a -k j^" eft une équation 

générale à toute hyperbole dont on fait le grand 
axe A B , ( ¥ig. 6. P/. i ) , = /i , & le paramètre 
=r i. Cette équation maniée comme celle de Tel- 
lipfe dont elle ne diffère que par les fignes , fert à 
trouver les tangentes finies de Thyperbole. 

2^. L*afymptote eft la tangente infinie de l'hy- 
perbole f c'eft-à-dire , la tangente d'une hyper- 
bole qu*on fuppofe s'être élargie à Tinfini. La li- 
gne CE, par exemple , ne peut être regardée com- 
me tangente de Thyperbole A M , ( F/g. 6. P/- i ) t 
qu'autant qu on fuppofera infinies rabfciffe AP •=: x, 
& l'ordonnée PM z=y. Dans cette hypothéfe l'é- 
quation — ^^^ devient d'abord ^f^ - , 

* ma -i- m -h nx m —h- nx 

parce que ma eft infiniment petit vis-à-vis m-^-nx 
( ^otç ? , numj 4 ). Mais =4=- z= a ; 

É 

donc 4*ns cette hypothéfe A T devient — 2-_ ^, 
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Mais en confidérant C E comme tangente > A T 
devient A C j donc en confidérant G E comme 

tangente , Ton aura A C = ^ - ^ a. 

30. Par la même raifon Téquation générale 

^ • = x"* X a-\-x deviendra , à caufe du ter- 

b 

me infiniment petit a vis-à-vis le terme infinî- 

ment grand X , ^^-^ — = x'"Xx%ou -2L-=x-+- 

ouenfin«j/"-*-"=ix"-^". 

40. Si l'on fait 7» 4- w = p , l'on aura ay^ = ix'. 
5**. Si l'on extrait la racine p des deux membres 

de cette dernière équation , l'on aura y^y^ 

= X/T^^ ouyi/a = xyb; donc dy y^ =dxybt 

parce que les confiantes y a & y h n'ont point 

de différence ; donc dx : dy ::ya: yb. 

6^. Eh fuppofant la ligne CE prolongée à l'in- 
fini , on concevra au point où l'afymptote C E 
rencontrera l'hyperbole A M , un triangle infini- 
ment petit qui lera femblable au triangle Ç A E , 
c'eft-à-dire , qui fera vis-à-vis le triangle C AE , 
ce que le triangle infiniment petit M R »2 , ( ¥ig, 
3.P/. i), eft vis-à-vis le triangle TPM. L'on 
pourra donc dire du triangle infiniment petit idéal 
M R w & du triangle fini C A E , que ces deux 
triangles ont leurs côtés homologues proportion- 
nels ; donc MR:»ïR::CA:AEi donc dx : dy 

p P/ 
: : CA : AE.Mais (»«m. fy) dx '. dy : '.ya '.yb-, 

S4 
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m m 

donc ya:yb::CA: AE. Mais ( num. 2 ) C A 
s= azçz'^ai donc y m : yb m — a : A E ; 



donc AE= ^ , > donc 'AE = -Ey 

v/<a \/a 

donc AE== '-l/ha^'^^ i donc connoiflant CA, 

il fera très facile de trouver AE^ & de tirer par les 
points C & E Tafymptote C E. 

7^, Dans Thyperbole ordinaire oîii» = i & 

n = I % la formule A C == ^ a zzz- a de- 

vient AC = i^=iAB, c'eft-à-dire , rafymp- 
tote doit partir du centre du grand axe A B. 
8^. Dans Thyperbole ordinaire , la formule A E 

^ ~ l^ba^-"' — -^^ X7ba^. -^ — ' devient 

hE^\y^ba'-^'"'=^{yba. 

90. Dans l'hyperbole dont il s'agit ici , Ton a 
fait le grand axe = /i & le paramètre = b ; donc 
le petit axe fera =: |/i7 > parce que dans l'hyper* 
bole le grand axe : au petit axe : : le petit axe : au 
paramètre ( Note 5 . num. 19); donc en faifant le 
petit axe = r, Ton aura a:c::c\b\ donc cc — ab\ 
donc e:=xY^b j donc fi AE = ^ i/ab^ il faudra 
que la ligne A È par Textrêmité de laquelle paf- 
fera Pafymptote C E , foit égale à la moitié du pe- 
*it axe de l'hyperbole donnée 
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NOTE X. 

T /o N fuppofe dans V article 1 4 ^ pag. 1 9 une 
courbe quelconque AM, (^Fig. 6. PI. i.) dont 
réquation foity — x' = axy i Ton apprend dans 
cet article à tirer à cette courbe des tangentes fi- 
nies & infinies 9 les réponfes aux queftionsfuivantes 
le mettront à la portée de tout le monde* 

Première Quejlion. Comment a-t-on trouvé 

ydx 3y^~axy 

• 7 =^= • 

dy ^xx H- ay 

Répofife. La différence de l'équation donnée 
étant ^ydy — :^xxdx == ax^iy -i- aydx y Ton aura 
^yydy — axdy = ^xxdx -f- ûydx .; donc dx 

;-^ Syy y — oM y ^ Mettons cette nouvelle valeur 

^xx^^ ay 
** dx 

de dx dans Téquation P T = ~^ % nous aurons PT 

d y 

. ^y^^y — axydy ^y^ — axy 

^xx-{-ayxdy '^xX'+-ay * 

Seconde Quefiion. Comment a-t-on trouvé AT 

^xx H- ay * 

Réponfe, AT=PT — AP=i2l=lffy'-_ x 

* ^Jt^ji; H- ay 

gy ^ — izary — ZxxXf^ axy ^ ^y^ — jx^ — ^axy 

^xx H- ay ^xx -H- /i^' 

Mais ^y — 3x^ == 3^ïxy , puifque par hypothéfe 
y^ — x' = axy ; donc l'on aura ?J^ "^ ^^ ^^^J 

= ^f -^ -J'^ = -^^^ = AT. Voilà pour 

. '^xx -;+- ay, ^xx -H tfy * 

^ les tangentes finies. 



axy 
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Troifieme Quefiim. En faifant r = - , 

comment a-t-on trouvé y ==^? 

Réponfe. Le calcul fuivant le fera touclier au 
doigt. /= — ^^ — 5 donc 3/xx + aty = axy ; 

donc jrxx = ^xy — aty ; donc j^ = . Mais en 

fuppofant X infini , Ton a ax — ^ f = ^x ( iV^re 2 , 
972ii?7. 4 ) ; donc dans cette hypothéfe Ton aura y 

'itxx yx 



ax a 



Quatrième Quejlion. Comment a-t-on trouvé 
KC=t = ia? 

Réponfe. On Ta trouvé par le calcul fuivant. Par 

hypothéfe Ton aj/^ — x' = axy. Mais^ = ^ — - , 
donc Ton aura ^JL^ x' = 5f^ ^j^^ 

Tnt^x'^ — a}x^ j 1 t 1 1 1 

— 1 ^rxx; donc i/rx' — ^'x' = '^o^txx\ 

donc 27r'x' — '^a^txx = ^^x^ Mais à caufe de Vin- 
fini du troifieme ordre x% Ton aura i/r'x' — -^c^txx 
= 27r'x' ( Note 2. num. 4. ) î donc 27r'x^ = ^V; 
donc 3rx r: tf;f , parce que les deux racines cubiques 
de deux cubes égaux font égales ; donc ^t tz a\ 

donc / = - =r j tf i donc le point d'où doit partir 

rafymptote CE eft trouvé , puifque AC doit être 
le tiers de la hgne donnée a* 
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Cinquième Quejiion. Comment a-t-on trouvé 

-^ dx ^ 

Réponfe. Au point où l'afymptote CE^^ (F/g. 
6. VL I ) , touchera la courbe. Imaginez , comme 
dans la Note précédente , num. 6 , un triangle in- . 
finiment petit NiKnd dont les deux côtés dx8cdy 
feront en proportion avec les deux côtés AT & 

AS du triangle TAS. Mais AT =^ — x 
=^^ — 2 5 donc Ton pourra dire dx '. dyi i 

ZéfLz:^: AS i donc AS xdx=^^^^^^i 

dy dy ^ 

donc AS X dx:=:ydx — xdy j donc AS :^'^ — .^^ 

xdy 

Sixième Quejiion. Comment a-t-on trouvé AS 

Réponfe.' i ®. -Xi'on a trouvé ( queji. i . de cette 
note ) ^yydy — axdy =z :^xxdx -f- ûydx * donc dy 

2^. AS=zy — -T— ( quejiion précédente ) donc 

ax "^ tfjp Jjf'^ — ax 

ix^dx — axydx ^x^ — axy 

w — ax X dx •^ syy — ^^ 
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^ ^y^ — axy — jx^ — axy ^y^ — ^x^ — ^axy 

-iyy — ax ^yy — ax 

30. Var hypothéfe^y^ — x^=zaxy /donc ^ 
— jx^ = 3^xy î donc fi AS =: ^^ ~^ ~^ ^ 



3yy 



— ax 



l'on auraAS= ^^"^"-"^^ = -^^;donc 

3yy — ^^ 3yy — ^^^ 

en faifant AS = x , Ton aura s = ^ — • 

3yy — ^^ 

Septième Que/lion. Comment a-t-on aouvé s 

Réponfe. 1^1= — ^^ — ; donc yyy — asx 

= axy ; donc axy H- asx = ^jy^j/ ,• donc x =: — ^^• 
2^. En fuppofant j infini , Ton aura ay^as =:ay 
( Note 2. num. 4. ) donc x = --^ = — . 

^ ^ ^ ay a 

3®. Uéquation à la courbe en queftion efty 

— x' r /2xy ? donc elle fera y ^ ^ ■ z= 31;^)/ ; 

donc ^?y — 275^ = ^jahjy j donc a^y^ =z lys^y 
H- ^a^syy. Mais à côté de Tinfini du troifieme ordie 
y^ , le terme ^ahyy devient nul (^Note 2. num* 4); 
donc l'on aura ijs^y^ z=a''y^ \ donc l'on aura par 
Textraftion de la racine cubique , jxj/ = ày ^ donc 

3J = -^îdonc 31=^ j doncjizr^idoncf=i^ ; 

^ y 3 

donc lorfque AS devient AE, l'on aura AE = j^r; 
donc en prenant les lignes A C , AE égales cha- 
cune au tiers de la ligne donnée ^i , & en menant 
par les points C & E la ligne indéfinie C E , Ton 
aura rafymptote de la courbe A M. 
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Ret27arque. C'eft ainfi qu'il faut lire les autres 
propofitions de ce Livre, fi Ton veut en faifir toute 
la beauté & toute Tutilité. Dans les Notes fui van- 
tes nous nous occuperons moins à faire des cal- 
culs y qu'à donner une idée nette de certaines 
courbes dont M. le Marquis de THÔpital fuppofe 
que fon Lefteur a une connoiflance parfaite. Ces 
courbes font la cyclôide 5 la fpirale, la conchoide, 
la ciflbide , la logarithmique^ &c, &c. Par là 
nous rendrons un véritable fervice aux Commen- 
çans qui ne fcauroient trop s'exercer à trouver , 
fans le fecours d'autrui , la marche que notre in- 
comparable Auteur a fuivie , pour arriver à telle 
ou telle équation. 

NOTE XL . 

/\ V A N T que de lire V article 1 5 , fag. 2 1 , il eft 
néceflaire de fe former une idée nette de la Cyclôi- 
de que Ton appelle quelquefois Roulete , & quel- 
quefois Trochoide. Ceft une courbe produite par 
une entière révolution d'un globe ou d'un cercle 
fur une ligne droite. Imaginez- vous donc un cer- 
cle qui roule fur une ligne droite , par exemple , 
fur une ligne horizontale^ Lorfque tous les points 
de fa circonférence fe feront exaftement appliqué 
fur cette ligne, il aura décrit une courbe à laquelle 
on a donné le nom de Cyclôide. Le P- Merfenne 
s'eft apperçu le premier que le clou de Tune des 
roues d'une charéte décrivoit dans Tair une Cy- 
clôide , parce qu'il étoit animé de deux mouve- 
ments fimultanés » l'un en avant en ligne droite y 



l'autre circulaire autour de PefTieu de la roue. 
Cette découverte fut faite en 1 6 1 5 . La Figure 7 
de la Planche i repréfente une demi-cycloide. Sa 
demi- circonférence CM A a été produite par la 
révolution de la demi-circonférence circulaire 
A P B fur la ligne C B. Cette ligne CB , néceflai- 
rement égale à la dcmi^-circonférence APB , s*ap* 
pelle la bafe de la demi- cycloide CM A. Elle a 
pour axe le diamètre A 6 au ctvcle générateur ^ 
c*eft-à-dire , du cercle par la révolution duquel 
elle a été produite ,• pour fommet , le point A \ 
& pour tangente au point M « la ligne M T pa- 
rallèle à la corde AP. Il eft démontré que le con- 
tour de la cycloide efl quadruple du diamètre de 
fon cercle générateur ; Ton a donc la courbe 
CM A double du diamètre A B. Il eft encore 
démontré que fi d'un point quelconque M de 
la cycloide C M A , on mené une ligne quelcon- 
que MP Q. parallèle à la bafe CB , & qui coupe 
en un point quelconque P le cercle générateur 
APB décrit fur l'axe A B > il eft démontré , 
dis- je , que l'arc de cercle A P qui dans cette oc- 
cafion prend le nom de coupée , eft égal à la 
droite MP que l'on regarde comme V appliquée 
correfpondame de la coupée dont nous venons de 
parler. Il eft enfin démontré que la corde AP 
de la coupée A P eft parallèle à la ligne M T 
tangente au point M de la cycloide C M A , & 
que cette même ligne MT a pour foutangentc 
la ligne PT tangente du cercle au point P. 
Toutes ces vérités font démonuées dans tous 
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les Traités complets de Méchanique, & nom- 
-mément dans celui de M- TAbbé de la Caille , 
f^ag. 1 80. wt. 5 1 5 é^ fuiv. Rien donc n'eft plus 
facile que de trouver Téquatibn à la cycloide* 
IS'ommons pour cela x la coupée A P ^ j/ Tappli- 
quée MP, h la bafe CB, & /i la demi -cir- 
conférence A P B ; nous aurons x\y\\a\h^ 
parce que x = j/ , & /i = fc j donc hx^=iay \ donc 

X = —^ i & c'eft là réquation à la cycloide fim- 

ple , dont il eft queftion dans cette féconde pro- 
pofition ; & en général dans toute cycloide la 
circonférence du cercle générateur eft à la bafe > 

comme la coupée eft à l'appliquée. 

' — - 

NOTE Xll 

V^^oiQu'iL ne s'agifle dans les ^imr/ex 17 & 
1 S 9 p^S- 2 2 que de la cycloide iîmple , il eft bon 
cependant de fçavoir ce qu'il faut entendre par çy- 
cloide allongée , & par cycloide accourcie. Dans la 
première la bafe eft plus longue , & dans la fecon* 
de elle eft plus courte que la circonférence du cer- 
cle générateur. Voyez-en la formation phyfique 
dans l'endroit de la Méchanique de M. l'Abbé de 
la Caille que nous avons indiqué dans la Note 
précédente. Ce qu'il faut remarquer ici avec at- 
tention , c'eft que dans la cycloide fîmple l'on a 
néceflairement MP = PT , ( Fig. 7, P/. i ) , parce 

queMPzrz^, &que PT =^ devient = y 

dans cette courbe , à caufe de ^ = 2^. M. le Marr 
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quis de l'Hôpital a donc raifon de dire ( art. 1 
que dans la cycloide fimple le triangle MPT 
ifofcéle. Il a encore raifon de dire que T 
A P Q , eft mefuré par la moitié de Tare 
parce que fi le cerclé A P B étoit- fini > T _ 
APdinfifteroit fur un arc de cercle égala Tare AR 




^m^mm 



NOTE Xlll 
I / ARTICLE 21, page 25 préfente deux dîf^ 

ficultés. L'on dit i^. que puifque PT eft^^ y il 

» -♦-■ 

fera — r-= — - — r-^* Cette valeur ne coûtera prêt 

que rien à trouver , fi Ton prend garde que Téqua» 

tionm-^ny^ ^dy:=L — ^ ^ 

donne naturellement <ix=- ^^"t"^^ , ^^ , > 

L'on fera entrer cette valeur de dx dans ^^-1— , & 

xdy 

l'on trouvera à Tinftant ce que l'on cherche. 
^ La féconde difficulté que préfente Varticlc 2 1 

eft beaucoup plus confîdérable. M. le Marquis de 
l'Hôpital y avance que fi les courbes AQjC, BCN, 
( Fig. 8 , P/. I ) , devenoicnt des lignes droites , 
la courbe M C , feroit alors une des Se£tions co* 
niques à l'infini. M. Varignon a rendu cette rc* 
marque fenfible par les Figures 163 ^ 164 de la 
PI. 8. fur lelquelles il faut continuellement avoir 
les yeux. Soit > dit -il , un triangle quelconque rec- 
tiligne ECF , dont C foit le fommet, EF la bafe^ 

6( 
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CE , FC les deux côtés , lefquels repréfentenc 
les deux courbes A QC , B C N dont ils étoienc 
auparavant les tangentes. Des points N d'Un des 
^côtés C F , pris & prolongé à difcrétion , foient 
autant de N P parallèles à C D , lefquelles ren- 
contrent la bafe E F en P , & l'autre côté en Q. 
Soit pris enfuite fur ces N P un point M , tel que 
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Ton ait partout P Q, : P M : : PM : P N , je dis 
que la courbe M M G fera une des feélions coni- 
ques à l'infini. Il n'eft pas néceflairc de faire re- 
marquer que m &L n repréfentent des expofants 
quelconques. 

Dém. A caufe des parallèles P N , C D , Ton 
auraPQ: CD : : EP : ED , & PN: CD : : PF 
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:DF;doncPQ. : CD :: EP : ED ,&PN : 
C D : : P F : D F ; donc , en multipliant p^r or^ 
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dre. Ton aura PQ. xPN:CD ::EP x 
PF' : Ëd" X DF° . M ais , par hypothéfe , PQ" : 
PM": : PM°: PN% donc PQ." x PN° ^= 

P M ; donc la cinquième des proportions pré- 

cédentes fe changera en celle-ci , P M ; 

CD ::EP xPF :ED xDF . 

Suppofons maintenant m=z i yS!(.nr=L i ^ Ton 

auraPM*:CD* :: EPxPF: EDxDF^c'eft- 

à-dire , le quarré' de l'ordonnée P M : au quarré 

de 1 ordonnée CD:: le reâiangle fous les abfcif- 

• fes qui correfpondent à Tordonnée P M : au rec- 

Y 



V 
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tangle qui correfpondent à Tordonnée CD ^* ce 

qui eft le lieu à rellipfe & à l'hyperbole ordinaires 

■ - M -4-n — m— l-m 

(N(7/r 5,»ww. 9& i6)îdoncPM :CD 



. a 



: : EP X FF : ED x PF eft le lieu à PeU 
lipfe & à rhyperbole de quelque genre qu'elles 
fuient i donc fi les courbes A Q.C, BCN, F/g. 
8. PL 1. deviennent des lignes droites , la courbe 
MC fera alors une des feôions coniques à l'infini, 
fçavoir une ellipfe , lorfque l'appliquée CD, qui 
part du point de rencontre C , tombe entre les 
extrémités A, B, & une hyperbole , lorsqu'elle 
tombe de ^art ou d'autre. 

Enfin , M. le Marquis de THôpital aflure que fi 
les courbes A Q,C , B C N deviennent des lignes 
droites, & que l'une des deux, par exemple^ 
A (iC foit parallèle au diamètre A B , la courbe 
M C fera une parabole , parce que dans cette 
courbe les diamètres font parallèles à l'axe , & 
que la courbe A QC transformée en ligne droite , 
deviendra diamètre de la courbe MC qui aura 
A 6 pour axe. 



p^"»" 



NOTE XIV. 

JLi A Propofition 5 , pag. 26 fuppofe la connoif»- 
fance de la fpirale.d'Archiméde dont voici la 
conftruftion & l'équation. Divifez la circonférence 
A B C D , ¥ig. 1 6 5 • P/. 8 , en un certain nombre de 
parties égales , par exemple , en 4^ Faites-en de 
même pour fon rayon ah. Imaginez-vous enfuite 
que le rayon ah parcourt en 4 infiants égau:^ la 
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circonférence A B CD ^ tandis qie dans le même 
tems le centre a monte de a en A. Il eft évident 
que par ce double mouvement ce centre décrira 
^ la première fpirale a ^h ^ e ^ d^ A. ha, féconde 
Aghi¥ fera décrite de la même manière. Le cen- 
tre a devra monter jufqu'au point F , tandis que 
le rayon a F parcoura la circonférence F G H I. 

Pour avoir Péquation a la première fpirale , 
nommons b la circonférence A B C D ^ a fon rar- 
yon ^ A , & fuppofons que le rayon a A parcoure 
Tare AC , tandis que le centre a parcourt ^N = ac. 
Dans cette fuppofîtion nous aurons l'arc AC pour 
abfcifle, & àc pour fon appliquée correfpondante. 
Si 1 on appelle cette abfciffe x , & fon appliquée 
correfpondante j î l'on dira la circonférence 
A B C D parcourue en 4 inftants égaux : au rayon 
a A parcouru dans ce même tems : : Tabfcifle AC 
parcourue , par exetTyple , en 2 inftants : à l'appli- 
quée ^N = ac parcourue auflî dans 2 inftants y 
c*eft-à-dire y b : a::x :y y donc bj^:=:ax y donc 

yz=^ y & c'eft là réquation à la fpirale d*Ar- 

chiméde. Defcartes prétend dans le livre 2 de fa 

Géométrie que cette courbe n'eft que mécanique. 

Voyez la diîcuflîon de ce point de Mathématique 

dans la vie littéraire de ce grand Homme, p^gt 

30 1 & fuivantes j elle forme le premier volume de 

[ notre Traité de paix entre Defcartes Ù Newton y 

I 3 vol. IW-12 imprimé à Avignon chez la Veuve 

I Girard en Tannée 1763, 

\ Va j 
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NOTE Xr. 

L A Propofitîon 6 , pag. 28 fuppofe la connoif» 
fance de la conchoide de Nicoméde ; aufli allons 
nous en faire la defcription, & affigner enfuite 
réquation de cette courbe. Imaginez-vous donc 
les lignes droites indéfinies AP , CBc , F/g. 1 66. 
P/. 8 , qui fe coupent à angles droits au point B. 
Sur la première vous déterminerez A B & B P ; 
& après avoir pris le poinrP pour point fixe , vous 
ferez tourner autour de cette efpéce de pôle h 
ligne B A , de telle forte qu'elle paffe toujours fur 
la direSlrice CBc. Dans toutes les pofitions que 
AP aura vis-à-vis CBr , vous couperez au deflus & 
au deffbus de C B r les lignes CD , Cd , cD , cd 
égales à B A. La courbe qui joindra les points 
D , D fera la conchoide fupérieure ; & celfe qui 
joindra les points d ^d fera la conchoide inférieu- 
re. Si Ton nomme B A j ^i ; PD , j ^ PC , x ; l'on aura 
néceflairement PD — P C = D C , donc P D - P G 
= B A 5 donc^ — X = /f ; & c'eft-là Téquation 
à la conchoide de Nicoméde. 



N OT E ^ X y L 

JLj'article 26, page 30 peut abfolument fc 
pafler de commentaire. Si cependant Ton fe trou- 
voit arrêté fur la fin de cet article , Ton pourroit 
confulter , non pas le livre 3 ^ mais la fedion 4 
de la partie i du livre 2 de la Géométrie de Dcf- 
cartes commentée par le P. Rabuel Jéfuite , & im- 
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primée en un vol. in^^^. en 1730 à Lyon chez 
Duplain* Au refte la Paraboloide dont parle M. lé 
Marquis de THôpital , n'eft pas le folide que les 
Géomètres appellent conoide paraboloide , c*eft une 
ligne courbe du troifieme degré formée par Tin- 
terfedtion continuelle d'une ligne droite & d'une 
parabole ordinaire. Voye\ Defcartes ù [on Corn- 
mcntatejur a l^endroit cité. 



NOTE X y 1 L 

X o u R comprendre fans peine la propofition 8 , 
pag. 3 1 , il faut fc former auparavant une idée de 
la ciffoide de Diodes repréfentée par la figure 14 
de la planche i. En voici la formation. L'on me 
donne le demi-cercle B A F avec la tangente infi- 
nie B&. Du point F , je tire jufqu'à la tangente Bb 
prolongée à volonté , les lignes F i , F A que je 
continue mentalement jufqu*en V ^ F R que je 
continue mentalement jufqu'en r &c. Parmi les 
lignes tirées du point F à la tangente B è , je fais 
enforté qu'il y en ait une, comme F A , qui pafle 
par le milieu A de la demi-circonférence B A F. 
Sur la ligne Yb , je prens F M =: iN. Sur la ligne 
F A prolongée mentalement jufqu'en V , je prens 
FA :z=r A V. Sur la ligne FR prolongée mentale- 
ment jufqu'en r , je prens Fr = Rr i la courbe qui 
paffera par les points F , M , A , r fera la ciffoide de 
Dioclés. Dans cette courbe Ton a F M =:èN , & 
ar conféquent Fi = F N h- F M. L'on a encore 

P ;= Pi , & par conféquent Fi = 2F P. Ma,i&^ 

V j 



f 
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F1;=:FN + FM, donc FN^FM = 2FP. 
Nommons donc avec M. de THôpital FM^, 
FNk> FP^5 l'on aura ^ -*. :( nz 2x j & c'eft-là 
l'équation à la cKToide. 

NOTE X f^ I II. 

jLj a connoiflance de la quâdratrice de Dinoftra- 
te eft néceflaire pour Tintelligence parfaite de la 
Propofition 9^. pag. 34. Pour en faillir facilement 
la formation^ imaginez- vous que tandis que le 
rayon AF , Fig. 17. PL i , parcourt par un 
mouvement uniforme le quart de cercle A B , la 
tangente A H va parallèlement à elle-même le 
long du même rayon A F , de telle forte que lorf- 
que le rayon A F fe trouve avoir parcouru le 
quart , la moitié , les trois quarts de la circonfé- 
rence A B , la tangente A H a parcouru le quart, 
la moitié y les trois quarts du rayon A F ; la ^ 
courbe A M G qui pafîera par tous les points 
d'intcrfedions du rayon A F & de la tangente 
AH 3 s'appelle quâdratrice. Dinoftrate fon inven- 
teur s'en fervit pour trouver la quadrature appro- 
chée du cercle. Pour avoir l'équation à cette cour- 
be , nommons b le quart de cercle A B , ^i le ra- 
yon A F , ^ une partie quelconque de la circon- 
férence A B parcourue par le rayon A F , x une 
partie quelconque du rayon A F parcourue par 
la tangente AH, nous aurons par conJlt^aSlion b : 

a : iy\ x , donc a/ = tx , donc^ = ~ , êqua* 
fion à la quâdratrice^ f, 
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N OT E X 1 X. 

; L'article 31 , pag- 36 a befoin de deux 
' éclairciflements j on les trouvera dans les répon- 
fes aux queftions fuivantes. 

Qîiejlion i . En mettant pour x fa valeur -^ , & 
! en divifant enfuite le tout par h —y \ comment 

I bss — yss bss 

■ a-t-on trouvé -^^zi-^ = — ? 

Réponfe. lO.En fuppofantx = ^ , l'on aura 

aay ^^^ — ^^y 

aa — ax^aa j- — j 

aab — aay i^^^ i^s — yss r 

4 ^o aa ^x = ', — =^ î donc lera 

\ .ri aab — aay 

\ égal à hs —yis divifé par j . 

■ 50. &„ _-j/jx divifé par ^* ~ '"'^ - donne évi- 

; , bbss — byss 

" demment ^^^_^^^- 

40. Divifez par fe — y le numérateur & le déno- 
minateur de cette dernière fraftion , vous aurez 



i 



(> 



5' 



bss 



,! Seconde Quejlion. En fuppofant F T = -^ , 
'" comment peut-on prouver que F T eft troifieme 
f proportionnelle à FG = y , & à F M = * î 

V 4 



JI2 . Commentaire 
Réponfe. La troiiieme proportionnelle aux quaiv 

. f û. A ^ n bss . /* un bss m 

tites-7- & X elt — , puilque -7- : j : : j : — : donc 



NOTE XX. 

X^ES remarques fui vantes ne feront pas inutiles 
pour rintelligence de l'article 32 , pag. 37. 

i^. On peut regarder m R, Fij. 1 8. VI . 2 , com- 
me parallèle à MF, parce que l'angle MFR eft 
eft fuppofé infiniment petit , & par conféquent 
fenfiblement nul. Par la même raifon les lignes 
7w S & ;» O peuvent être regardées comme pa- 
rallèles , Tune à M G & Tautre à M H. 

2^- Le centre commun de gravité des poids 
appliqués en C , D , E , que j'appellerai les poids 
C, D , E , eft le point autour duquel ces poids 
étant fufpendus comme autour du point fixe d'un 
levier quelconque , refteroient dans un parfait 
équilibre. 

30. Pour trouver le centre commun de gravité 
des poids C , D , E , je cherche d'abord celui 
des poids D & £ par la règle fuivante ; la fomme 
des poids D & £ : à la longueur de la ligne qui 
marque la diftance de leurs centres : : le poids D 
: à la diftance du poids £ au centre commun de 
gravité que je cherche , & que je nomme x. Cette 
première opération faite , je raffemble mentale-' 
ment les poids D & £ à leur centre commun de 
gravité X i & pour trouver le centre commun de 
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Igravité des trois corps donnés , je dis , la fomme 
des poids C , D , E : à la longueur de la ligne 
qui marque la diftance du point x au centre du 
poids C : : le poids C : à la diftance du point x au 
centre commun de gravité des poids C , D , E. Ce 
centre fe trouvera dans la ligne MP à laquelle 
font perpendiculaires les lignes CL^K-D, lE; 
& comme la tangente au pointM eft parallèle aux 
lignes CL , KD , lE , il s'enfuit que MP eft per- 
pendiculaire à la tangente au point M ; donc la 
perpendiculaire que Ton cherche pour la folution 
du problême propofé , eft celle qui pafle par le 
centre commun de gravité dès poids C ^ D ^ E. 

NOTE XXI 

XJ E S lignes a , l dont il eft parlé fur la fin de 
V article 34 , pag. 44 ^ Tune h eft tirée d'un point 
quelconque de la courbe perpendiculairement à la 
direâirice , l'autre a eft tirée du même point au 
foyer» Or il eft évident que dans la parabole a eft 
égal kb ^ que dans l'ellipfe a eft moindre > & que 
ISans rhyperbole a eft plus grand que b. 
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NOTE XXII. 

iVI. le Marquis de l'Hôpital affure à là fin de 
l'article 36 , page 45 , que M R , Fig. 25, P/. 2 , 
»a '^ 1 X OPxMQ-4-QSxPM „ , .. 

eft égal à tO ' ""^ ^^ ^^"^ 

toucher au doigt, il auroit dû tirer la ligne O V, 
parallèle à Q,P } il a été abfolument néceflaire , 
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pour nous rendre intelligible, d'ajouter cette ligne 
O V à la figure 25. Cela une fois fait, voici com- 
ment je raifonne. 

I o- A caufe des triangles femblables O V S , 
OLR, l'on a OV :0L :: VS:LR; ron a 
doncPCl:PM : : VS : LR. Mais VS^QS - QY 
=:Q$_OP;do m:Pa:P M::Q3 — QP:LRî 

• TO PMxQS — OP 

donc LR == p^TT . 

2^. MR = LR -4- OP î donc MR = 

P M X Qs— o p H- P Q X O P 

-— pQ • 

i^. p Q = p M + Mg; d onc MR = 

PMxQS — 0'P-f-OPxPM-*-MQ 1^ V 

5-p> — ■ ^ > donc Ion 

aura , en ôtant les quantités qui fe détruifent 
MR = PM.Q^^OPxMQ p^^„^ g^j^ ^ ^ 

faute qui fe trouve à la page 46 9 elle efl marquée 
dans Yerrata. 

NOTE XXllI. 

JT O u R mettre à la portée de tout le monde 
Yarticle y) , pag. 48 , il efl; néceflkire de faire 
connoître la logarithmique repréfentée par la 
Figure 80 de la Planche 5. C*eft une courbe dont 
les abfcifles font les logarithmes des ordonnées , 
c'eft-à-dire , c*eft une courbe dont les abfcifles 
fuivent la proportion arithmétique , & les or- 
données la proportion géométrique. En voici la 
defcription. Sur la ligne KQ, qu^on pourra pro- 
longer à volonté , élevez les deux perpendiculai- 
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*es PM, /w. Coupez P/ en deux parties égales 
au point p. Elevez à ce point la perpendiculaire 
pm qui loit moyenne proportionnelle aux lignes 
PM & fn. Prenez fg = pf Elevez au point g là 
perpendiculaire go qui îpit troifieme proportion- 
nelle aux lignes pw , /w j la courbe que vous 
tirerez par les points M y m ^ n^ fera une por- 
tion de la logarithmique. En effet , tandis que les 
ordonnées PM , pm ^ fn ^ go gardent la propor- 
tion géométrique continue , les abfcifîes correfr 
pondantes Pp , P/, P^ gardent la proportion 
arithmétique continue ; donc P/> peut être re- 
gardé comme le logarithme de pm ; P/ comme le 
logarithme de fn ; ?g comme le logarithme de 
go y &c. Dans cette courbe, il eft vrai , la ligne 
PM n'a point de logarithme j mais danSvle fait 
elle ne doit en avoir aucun , puif^ju^elle eft prife 
pour Vunité , & que le logarithme de Vanité eft 0. 
Ce qu il faut bien remarquer , c'eft que dans 
toute logarithmique les foutangentes font égales , 
par exemple , les foutangentes ph yfe y &c. font 
égales. Cela vient de ce que ?p , pf^ &c. font 
des quantités égales entr'elles, de même que Mm , 
mn y &c. Voilà pourquoi M. le Marquis de l'Hô- 
pital annonce que lorfque la foutangente de- 
meurera par tout la même , la courbe L M , 
(^Fig. 26. P/. 2.) kx2L logarithmique. 

NOTE XXI f^. 

Çî G M M E V article 40 , page 49 fera appliqué à 
la logarithmique fpirale f il eft nécelïairede don- 
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ncr ici la defcription de cette courbe. Divifez k 
quart de cercle BGD, {Fig. 87. P/. 5. ) en un 
nombre quelconque de parties égales Bb y bG 
Gg , gD. Sur les rayons Ob y OG , Og , prenez 
les parties ON , 0;î , Or en proportion continue ; 
les points N , w , r appartiendront à la loga- 
tithmiqucfpirale^ Cette courbe a pour appliquées 
les lignes ON , 0« , Or, ou fi Ton veut , ^ N , 
Gw, gr qui font en proportion gécfmétrique con- 
tinue , & pour abfcifles correfpondantes les arcs 
B^ y BG , Bg qui font en proportion arithméti- 
que continue. Auflî peut-on regarder celles-ci 
comme les logarithmes de celles-là. 

Ceft dans Tarticle 42 quefe fait Tapplication î 
de Tartitle 40 à la logarithmique fpirale. L'on y 
fuppofe que la courbe F Q, ( Fig. 27. P/. 2. ) eft 
une hyperbole dont AB eft l'une des aflymptotes. 
Nous avons déjà fait remarquer dans la Note 5* 
num. 20. que AGxGQ. eft un reftangle égal à un 
quarré conftant que M. de l'Hôpital nomme ici 

//; donc uy =zff; donc Gd («)=-; donc, 

en fuppofant le point G au point A 3 Ton aura 

ff 
G(l=: — =: c» ; auflî GQ. devient-elle alors fé- 
conde aflymptote de Thyperbole FQ,. L'cfpace 
FEGQ. eft' donc regardé comme infini à caufe de 
fon côté infini GQ,. 

Lorfque A G devient ==() , Ton a AM Cv) 
t=0 » donc uy =z ff, devient ff= ^ ^ & par la 

même AT ('^) devient —=^ ; donc lorfque 



ce ^ ce 
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|[& point M de la courbe ML èfl arrivé au centre 

|u cercle BN , c*eft-à-dire , lorfque AM =r ^ , 

^on a AT = (?. D'où Fon voit que la raifon 

de AM à AT eft confiante ; ce qui eft une pro- 

jpriété de la logarithmique fpirale. Tout ceci 

è'éclaircira encore plus par la lefture de Varticte 

S ^ > P^ê 1 27 , où Ton verra que AM : AT : : AC 

î CM, (Fig. 81. PI. 5. ) Nous remarquerons en 

finifîant cette Note , que Ton donne quelquefois 

le nom d^axe à la ligne des abfcifles ; ce n'eft 

qu'en ce fens que Ton peut regarder l'aflymptote 

AB ( Fig. 27. PI. 2.) comme axe de Thyper- 

boie Fa 

NOTE XXf^. 

v^oMME la manière dont M. le Marquis de 
l'Hôpital tire dans la propofition 1 6 les tangen- 
tes des courbes AM, BN , CO , ( Fig. 52. PL 3.) 
n'a aucun rapport avec ce qu'il a dit dans toute 
fa féconde Seftion fur la méthode de trouver par 
le calcul différentiel les tangentes de toutes for- 
tes de lignes courbes , nous ne donnerons aucun 
commentaire de cette propofition qui dans le 
fond nous paroit ici affez déplacée. Nous remar^ 
, querons cependant que c'eft par fon inertie que 
le poids A s'oppofe à la direftion BF du poids B* 
; Nous remarquerons encore que ce qu'on a dit du 
[ poids A par rapport au poids B , doit fe dire des 
poids A & B par rapport au poid C ; car A eft 

fenfiblement égal à la fraftiori ■ ^ ^. • 
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NOTE XXVL 

\ j A régie générale dont on fe fert , lorfqu'on 
veut trouver le maximum ou le minimum d'une 
courbe, eft celle-ci : Dans le point ou la quart" 
tité eft devenue la plus grande , fon accroijfement 
efl devenu nul , Ù dans le point où elle €jl devenue 
la plus petite , fon décroijjement efl aujji devenu 
nul. D'où il fuit qu'ayant différentié Inéquation qui 
exprime la quantité dont il s'agit ^ ou qui convient 
a la courbe dont il s^agit > il faut faire = o la dif- 
férentielle de la variable qui va en croijfant 5 puis 
en décroijfant ; ou en décroijfant , puis en croijfant • 
^- V équation différentiée pouvant être réduite par 
ce moyen a des termes finis , elle exprimera le 
maximum , eu le minimum qu^on cherche. 
. Pour trouver , par exemple , la plus grande 
wdonnée au grand axe A B de l'ellipfe A D B 
( F/g. 30. PI. 2.) nommons 2^, le grand axe AB j 
2b » le petit axe , & par conféquent b , le denii- 
petit axe DE ; nommons j^ , une ordonnée quel- 
conque au grand axe ; & x , fon abfcifle corref-* 
pondante. Cela fuppofé , voici comment je rai- 
fonne. 

I ®. L'équation à Tellipfe eft aayy = 2abbx — 
bbxx {Note 5. num. 10). 

2^. Cette équation différentiée devient 2aaydy 
= 2abbdx — 2bbxdx. 

3^. Comme Tordonnée qu'on cherche , eftfup- 
pofée arrivée à fon maximum , elle aura à ce point 
fa différentielle dy=zo^ donc 2aay xdy=^ 2aay 
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KO • donc laaydy =0 ; donc 2ahbdx - — ^hhxd^ 
r=:o^ donc 2abbdx = zhhxdx ^ donc , en divifant 
tout par 2bbdx y Pon aura a=zx^ donc lorfque 
dans rellipfe l'abfciffe x devient a , l'ordonnée 
correfpondante }^ eft arrivée à fon maximum ; 
donc lorfque dans rellipfe Vabfcifle devient la moi- 
tié du grand axe y l'ordonnée correspondante eft 
arrivée à fon maximum. Mais le deîni-petit àXe 
DE a pour abfciffe correfpondante AE , moitié 
du grand axe AB ; donc dans une ellipfe quel- 
conque la naoitié du petit axe eft la plus grande 
ordonnée à Taxe principaK 

Voilà comment il faut opérer , lorfqu'on veut 
trouver le maximum ou le minimum d'une courbe 
quelconque . dont Véquation eft donnée. Voici 
ce que veut dire M. le Marquis de PHôpital , lorf- 
qu'il aflure qu'il y a des occafîons où une quan- 
tité ne peut pas devenir de pofitive négative , 
fans pafler par Tinfini. Toutes les tangentes TM » 
par exemple , tirées jufqu'au point D exclufive- 
ment (F/g. 30. PL 2.) ont des foutangentes TP 
qui vont toujours en augmentant jufqu'au point 
E , & qui jufqu^à ce point font regardées comme 
des quantités pofitives. A u point D la tangente 
T M devient infinie 3 & fa Ibutangente T P qui 
lui eft parallèle , fuit néceflairement le même fort» 
: Après le point D , les tangentes TM & les fou- 
! tangentes T P vont toujours en diminuant , Se, 
I celles-ci font regardées comme des quantités né- 
I gatives , puifqu'elles changent de côté j donc il y 
I a des occaiîons où une quantité finie ne peut pas 
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devenir de pofitive négative , fafis pafler par Visk^ 
fini. Ce que nous avons dit de la figure 50 pai 
rapport au maximum D £ , fe vérifie dans la fi^ 
gure 3 1 par rapport au minimum D £/ 

Il y a des occafions où la tangente fe confond 
avec l'ordonnée , c'eft-à-dire , où la tangente de^ 
vient la prolongation de l'ordonnée , comme ai 
point D de la figure 33 de la planche 3 y auquel 
il feroit impofTible de tirer une tangente , fans 
qu'elle ne fît une même ligne avec le minimum 
DE. Alors la différentielle Km devient infinie. 
Mais avant que de devenir infinie 9 elle avoit 
été pofitive , & après être devenue infinie 9 elle eft 
négative , parce qu'elle change de côté ; donc il 
y a des occafions où une quantité infiniment pe-, 
tite ne peut pas devenir de pofitive négative , fans 
paflèr par l'infini. La figure :;4 de la planche 3 > 
prête à un raifonnement femblable ^ tout le mon- 
de voit que la tangente au point D fe confondroit 
avec le maximum D £• Mais ce font là des raifon- 
nemens qu'il ne faut pas poufier trop loin y de 
peur de fe perdre dans une métaphyfique inin- 
telligible. Contentons-nous de difFérentier l'équa- 
rion donnée ^ de faire la différentielle = (? ; & fo- 
yons aifuré que fi la courbe à laquelle appartient 
l'équation donnée ^ a un maximum ou un mini-- 
mum y nous le trouverons par cette méthode. Je 
dis ^ fi la courbe dont il s'agit , a un maximum 
ou un minimum y parce que les courbes dont les 
appliquées croiflent jufqu'à Tinfini , n'ont point 

de maximum y & celles dont les appliquées dé- 

croiffeot 
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Cfoiffent jufqu'à o, n'ont point de minimum. 



*■ ■ 



NOTE XXVll 

V> o M M E V article 48 , /?<ag. 59 , contient le pre- 
mier des 13 exemples auxquels M. le Marquis d« 
THôpital a appliqué la méthode de Maximis tf 
Minimis y nous allons en donner le calcul , fans 
omettre la moindre des équations. Le voici i il 
n'a befoin d'aucune explication. 





x^ H-y ^ 


r= ^xy 




^xxdx -H ^ydy = 


=1 aydx -f- ^x^s?)' 




3xX(rfx — aydx r 


:=^axdy — ^ydy 




'^xxdx — âtydx = 


^axxo — 3^>X« 




^xxdx^ — aydx n 


^0 




JXX^X ^J'^x 






3 XX tf> 






gjçy 


\ 




> 




Mettons la nouvelle valeur de y dans l'équatioa 


x' -^y : 


axy , nous aurons 






^ax^ 




tf> 


A 




..t . ^7^^ 


^ .^1 




* -» ^j 


=:3X' 






= 2X^ 




37»* 


1 "« 


^ 


3^* 






3x^ 


czrflxVa 




3^ 




« 


X 


= i^V2 X 
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NOTE XXViiL 

xS ARTICLE 49 , pag. 60 a befoin du Com- 
mentaire fuivant. Pour trouver A E = a , il n'é- 
toit pas néceflairc de fe jetter dans Tinfini i il fel- 
loit élever au cube les 2 membres de Téquation 
donnée , & opérer par la méthode ordinaire en la 
manière fuivante : 



y - 


a a^ X a — x^ 


y — 


a Va X |/tfij — 2.ax -♦- XX 




^ayy -4- ^aay — a^ aXaa — 2.ax -+• xx 
^ayy -*- :^aay — a} — a^ — 2aax •+- axx 



En différenciant cette dernière équation. Ton aura 
Syydy — 6aydy h- ^aady = — 2aadx •+• 2axdx 
3yyXo— 6ayX0'+ ^aaXo= - 2aadx+2axdx 
=2^ — 2aadx -4- 2axdx 
2aadx z=z 2axdx 
adx =: xdx 



NOTE XXIX. . 

1/ ARTICLE 50, pag. 60 ne peut paroitre obf- 
cur 9 qu'à ceux qui ne connoitroient pas la nature , 
ou les propriétés de la roulette ; nous les avons ex- 
pliquées dans les notes 1 1 & 12. 



NOTE XXX. 

J/o N comprendra Vartide 51, pag. 6 1 , ■ » 
fait attention aux remarques fuivantest 
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î **. « — x° ' multi plié p ar ^ZI^ donne évi- 
idemment pou r prod uit a— «:" , parce que ^T^' ~ * 
multiplié par â^xj c'eft ^IT]^"— ' élevé d'un 
degré} donc a — x' divifé par 111^°—' doit 
donner pour quotient a — x , parce que le pro- 
duit divifé par le multiplicande eft toujours égal 
au multiplicateur. 

2°. Par la même raifon x" divifé par x" ~~ ' doit 
donner pour quotient x , car x "— • multiplié par x 
donne pour produit x". . 

50. En fuppofant x infinie, l'on aura ** z=d 

X — -tf 

-^ ( Note 2. num, 4 ) ; donc en fuppoiant x in-n 
hnie, 1 onaura^ == —, & par conféquent>' = x. 



MSi 



NOTE XXXI. 

Lj'article <i2^pag. 65 , eft terminé par une 
équation du fécond degré qui demande les éclair* 
ciifements fuivants. 

1°. cxx — axx — hxx = xx X c—a ~'i ; donc 
en faifant c — a — ^ = e , l'on aura exx = cxx 
— axx — Ixx î & l'équation qui termine l'article 
5 2 fe changera en celle-ci exx -t- ^acx = àbe. 



2°. exx+ 2aex = abc , donc xx -4- ~ x = ~. 

e e 

i 3°. Cette dernière équation maniée à la manie- 
\ jre ordinaire, donnera x = 1/^-^ -», fff£ — ff. 

\ r e ee e 

4<>. Si c=:« -h J , l'Qn aura C — « — ^ = , & 

Xa ■ 
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par conféquent cxx — axx — hxx = (? ; donc l'é- 
quation qui termine l'article 52 deviendra aacx 
z=i abc i donc 2x:=zb s donc x = ^ t. 



NOTE XXXI L 

V o I c I ce qui peut arrêter un commençant 
dans la lefture de V article 5 5 , pag, 64- 

i^. Le cône que décrira le triangle reftangle 
A E F , F/g- 40, P/. 3 , aura pour bafe le cercle 
dont le rayon fera Tordonnée F E , & pour hau- 
teur la ligne E A. De même le cône que décrira 
le triangle redangle A P N , aura pour bafe le cer- 
cle dont le rayon fera l'ordonnée N P , & pour 
hauteur la ligne A P. Voyez la formation du cône 
dans les élémens de Géométrie de M. T Abbé de la 
Caille, art. 658 de l'édition de 1764. 

2^. Par la propriété du cercle , l'on aura A E : 
EF:: E F ; EB idoncEP*=rtfx — xx; donc 

£ F 3z: \/ ax — XX. 

jo. AF* = EF*+. AE* ; donc AF*z=jx 
— xx + xx; donc AF*=:^îx ; donc AF = |/^. 

4°. La frafkion qui termine l'article 55 ne peur 
pas être =: , fans que l'on ait fon numérateur 
iaxdx — 3xx^x = ; Ton aura donc alors laxdx 
^xxdx ; donc 2ax = jxx ; donc 2a = 3X ^ 



donc X = f «. 



NOTE XXXII 1. 

XJn parallélépipède eft un folide termi ar 

lîx furfaces reftangles y dont les deux opp^ es 

font égales & parallèles ^ & un cube eft r^ 0- 
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lide terminé par fix quarrés égaux y qui font tous 
à angles droits l'un fur Tautre. Tout cube cil donc 
un parallélépipède , mais tout parallélépipède n*eft 
pas un cube, Il s'agit maintenait de bien fe con- 
vaincre que fi X = 1/ ^ > l'on aura ^ = y-- 
en voici la dèmonftration* 

a^. Le quarré de ^ eft ^ — ; donc 



al 
b 



bx bbxx ' bbxx 

—^ = :!.; donc fi le quarré de^ eft y > 



1 on aura ^=: y ^. 



NOTE XXXIV. 

j3ans le triangle reftangle GIE, F/g-. 41. 
P/. 5 , fi Pon prend Thy pothénufe G E pour finus 
total , le côté CI deviendra le finus droit de Tan- 
gle CEI. Par la même raifon dans le triangle rec- 
tangle GLE , l'on ne p^ut pas prendre G£ pour 
finus total, fans avpir GL pour finus droit de l'an- 
gle GEL, ôcdefonfupplément GEC; c«font là les 
premiers éléments de la Trigonométrie redtiligne. 

■ ■■Il II ■ I \ M 

NOTE XXXV. 

\j ARTICLE 585 pa^. tf 9 me paroit traité 
avec moins d'exaditude que les autres ^ & les 
preuves que j'ai à en apporter , ne font par mal- 
heur que trop démonftratives. 
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lo. L'angle FEG étant égal à l'angle CE G, 
F/g. 42 , P/. 5 ; les angles en G étant droits , & 
le côté GE étant commun aux deux triangles 
FGE & CGE; il falloit faire ces deux trian- 
gles égaux en tout fens : c'eft là une inadvertance 
qui choque la vue d'un lefteur exaft & attentif. 

2*^. Kn fuppolant que l'angle FEG doive être 
égal à l'angle CEG , le problême eft très facile à 
réfoudre. Le point E que Ton cherche , fera celui 
par lequel paflera le rayon du cercle A E B qui , 
après avoir été prolongé , ira couper perpendicu- 
lairement la ligne G F , c'eft-à-dire , la ligne qui 
joint les deux points donnés C > F. 11 ne fera pas 
donc néceflaire de chercher ce point par l'inter- 
fedi Dn du cercle & de l'hyperbole. 

3^* La ligne OB = ^î> & la ligne OC=J, 
ne font pas les données aSfCh dont on parle dans 
les articles ^6 ôc ^j. En effet l'angle FEG n'eft 
égal. à Tangle CEG, que lorfque ^=:i. Mais 
OB n'eft pas égal à OC dans Y article 5 8 , & ce- 
pendant dans cet article on fuppofe l'angle F E^ 
égal à l'angle C E G i donc &c. 

4®. Qiioiqu'il me paroiffe fort inutile de réfou- 
dre le problême de V article 5 8 par l'interfeûion 
du cercle & de l'hyperbole » nous remarquerons 

cependant que yy — xx — ^ -4- ^ zzz ^ eft un 

lieu à une hyperbole équilatére , dont le grand 

axe feroit 2L^ ~ — — . On trouvera ce grand 

axe en comparant , par la méthode ordinaire , l'é- 
quation donnée avec la formule générale qui fe 
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trouve dans le Traité des Seftions coniques de 
M. le Marquis de THôpital, pag. 234, ou avec 
celle qui fe trouve dans le premier Tome du Cours 
de Mathématique de Wolf , pag, 382. Or le 
grand axe d'une hyperbole équilatére étant don- 
né , la conftrudion de Phyperbole fe préfente 
d'elle même , parce que dans cette courbe le 
grand axe , le petit axe & le paramètre ont la 
même valeur. 



■r» 



NOTE xxxri. 

\j ÉTAT de la queftion de V article 5 9 ^ pag^ 
70 , eft très mal énoncé. Aufli les remarques fui- 
vantes nous paroiflent- elles abfolument néceffai- 

res. 

I®. a&ch ne marquent pas les efpaces parcou- 
rus dans un tcms quelconques, mais la nature des 
différents terreins qu'il faut parcourir endeça&ea 
' delà de la ligne A B. En effet puifqu'on fuppofe le 
tems c égal , ou plutôt confiant de part & d'autre, 
& que l'on fuppofe inégaux les efpaces parcourus 
CE & EF , on ne peut pas fuppofer que la nature 
du terrein foit par tout la même. 

2^. En examinant attentivement la Fig. 43 de 
la P/. 3 y vous vous convaincrez qu'en prenant 
C E pour fînus total dans le triangle redlangle 
C A E , & G E pour fînus total dans le trian- 
gle reftangle GLE,AE&GL deviennent les 
fmus droits de deux angles égaux ; donc A E 
= G Lt De même en prenant GE pour finus to- 
tal dans le triangle G I E ^ & E H pour fînus to- 

X 4 
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tal dans le triangle EDH, GI&ED devien-- 
dront les finus droits de deux angles égaux ; donc , 
GI = ED. 

30^ Pour trouver. la valeur de x , Ton opérera 
fur réquation propôfée fuivant les règles mar- 
quées dans tous les livres élémentaires d'algèbre j 
nous avons droit de fuppofer qu'on ne lit pas les 
Infiniment Petits de M. le Marquis de THôpital , 
fans avoir appris auparavant à manier une équa- 
tion du quatrième degré. 

40. Pour manier plus facilement Téquation pro- 
pôfée , vous ferez aa — bb=zm i — 2aaf'+' 2bbf 
= n i -^aaff-^ aagg — hbff^ bbhh = p ; — ^aafgg 
r=r — q h aaffgg =z r '^ & Téquàtion propôfée fe 
transformera en celle-ci , mx"^ -f- nx^ + px* — qt 

m^r=zo*y donc x* h — x' 4- - x* - ^ x-h~ = 0. 

Pour opérer plus facilement fur cette équation 

transformée, faites— =^,^ =:&,-^t::c,-^ = ^, 

m ïït m m 

vous aurQz x* + ^x' -+- ix* — ex + d =: 0. | 

5 o. Vous ferez évanouir le fécond terme de cette 
dernière équation ♦ en faifant x=z^ — ^a^ parce 
que yî dam une équation fupérieure 9 le fécond , 
terme ejl pofttif^ Von augmente la racine x d'une 
quantité fraSlionnaire qui ait pour numérateur le 
coefficient du fécond terme ^ tf pour dénominateur \ 
Pexpofant du premier terme de réquation donnée* \ 
Von a par ce moyen une équation transformée dont ^ 
le fécond terme efl évanoui. 

6^. Vous chercherez la nouvelle valeur de Té- 
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luation x* + ^a^x^ -+- ix* — cX'+'d ^tlo^ en fupp^ 
[ant X = 5[ — ^/i i vous trouverez une nouvelle équa^ 
tion dans laquelle le fécond terme fera évanoui. 

7**. Pour réduire cette nouvelle équation aux 
temn^es les plus fimples, vous appellerez /les diffé- 
rents coefficients de ^^ ; vous appellerez g les dif- 
Éérents coefficients de ^ j vous appellerez enfin h 
raflcmblage des connues qui forment le dernier 
terme de Téquation ; & vous aurez K^*^ fC +gK 
•+• h = 0. 

8®. Vous opérerez fur cette équation du qua- 
trième degré , comme ont fait en pareille occafibn 
W^olf dans fon cours de Mathématique, Tom. i. 
pag. ^36; Clairaut dans fes Éléments d'Algèbre , 
pag. 287; Rabueldans fon commentaire fur la 
géométrie de Defcartes y pag. 473. Tout homme 
l qui entreprend Tétude des infiniment petits doit y 
ou avoir lu les livres que nous venons de citer , ou 
être en état de les lire fans y rencontrer prefque 
aucune difficulté. 



M % 



NOTE XXXP^II. 

X-iis remarques fuivantes jetteront un grand 
jour fur V article 61. pag. 74. 

I o. L'on ne doit pas entreprendre la ledure de 
l'article 61 , fans s'être auparavant formé une 
idée nette de la fphére. 

2^. Le crépufcule eft un jour imparfait que Ton 
a quelque tems avant le lever , & quelque tems 
après le coucher du Soleil. Voici la caufe phy- 
fique de ce phénomène* Lorfque le Soleil n'eft 
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pas enfoncé fous notre horizon au delïbus de i $' 
degrés, plufieurs rayons de lumière rencontrent 
des couches affei denfes de rathmofphére terret 
tre. Quelques-uns s'y brifent affez , pour que leur 
réfraâion les détermine à fe porter vers la terre. 
Quelques autres ( & c'eft le grand nombre ) s'y 
brifent affez pom pouvoir fe rendre dans des cou- 
ches compofées de particules capables de les ré- 
fléchir fur la furface de la terre ; donc nous devons 
avoir un jour imparfait , lorfque le Soleil n'eft pas 
enfoncé au deffous de notre horizon de 1 8 degrés- 
Au refte lorfqu'on parle d'un enfoncement de i8 
degrés > on entend 1 8 degrés pris fur un cercle 
vertical, c'eft-à-dire, fur un grand cercle que 
Ton imagine paffer par le zénith , & couper per- 
pendiculairement l'horizon. C'eft pourquoi les 
habitans de la zone torride ont des crépufculcs 
fort courts , parce que les cercles que parcourt 
le Soleil étant prelque perpendiculaires à leur 
horizon , cet aftre gagne fort vite le 1 8^. degré 
de fon abaiffement. 

3^ La ligne CK (fig. 45. pi. 3) n'eft pas 
précifément le finus de l'arc E M , mais elle eft 
égale à ce finus. Pour s'en convaincre , il faut 
chercher fur une fphére le finus de l^arc de la 
déelinaifon du Soleil pour tel ou tel jour. Vous 
trouverez qu*il eft égal à la partie du diamètre du 
cercle de déelinaifon , interceptée entre le centre 
de la fphére & le diamètre du parallèle que décrit 
ce jour là le Soleil- Mais CK eft la partie du dia- 
métré du cercle de la déelinaifon du Soleil , in- 
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«erceptée entre le centre C de la fphére , & la 

ligne F G 5 diamètre du parallèle qtie décrit le 

Soleil le jour du plus petit crépufcule ^ donc la 

ligne CK eft égale au fînus de Tare de la déclic 

naifon du Soleil ^ le jour du plus petit crépufcule*' 

4"'. Un des points les plus importants de la dé-* 

monflration de Tarticle 6 1 eil que Dd foit égal à 

Ee , & que la différence entre GD ^gd foit égale 

à la différence entre FE &/è. Or toutes ces égali-^ 

tés font néceffaires dans une figure où Ton a tiré 

les quarts de cercle Vem & ?drt infiniment proches 

des quarts de cercle PEM&PDN,& dans la^ 

quelle Ton fuppofe le plan /e^^ parallèle au plaa 

F E D G j & infiniment près de ce plan. 

50. Parrarticle 50, Ton a ces 2 proportions y 

CO : CG::Dd:k la différence entre DG&cdgi 

& Id: IF : : E^ : à la différence entre FE &^^ 

donc CO:CG:: ICi:IF; donc CO:CG:: 

CO-f-ia:CG-*-IF;dqncCO :CG::OX: 

GL. Mais à caufe des triangles reftangles fembla- 

blesCVO, CKG, FLG, Ton a CO:CG 

: : OV : GK i donc OV : GK : : OX : GL ; donc 

OV : OX : : GK : GL. Mais GK : GL : : CK : 

FL ou Q.X i donc OV : OX :: CK : (iXî donc 

. OV:CK::OX:aX::Q.X:XH;doncOV 

; : CK : : aX : XH ; donc Q,X : XH : : O V /. 

I C K ; donc le finûs total : à la tangente de 9 de- 

^ grés : : le fii^us de Télévation du pôle : au finus de 

I la déclinaifon auflrale du Soleil dans le tems du 

I plus petit crépufcule ; & voila le problême réfolu, 

6^ Il eft démontré dans tous les élémens 4^ 



[ 
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Trigonométrie que le rayon ou finus total : à la , 
tangente : : la cotangente : au rayon ; donc la co- . 
tangente de 9 degrés : au rayon , que l'on fuppofe 
r=: I , : : le finus de l'élévation du pôle : au finus 
de la déclinaifon i donc fi Ton ôte du logarith- 
me du finus de l'élévation du pôle le logarith- 
me de la cotangente de 9 degrés , le reile fera \ 
le logarithme du finus cherché , parce que le : 
logarithme de i =0. Il n'eft pas nécefiaire de 
faire remarquer que dans Ton calcul M. le Mar- [ 
quis de l'Hôpital s'eft fervi de Tables qui don- i 
lient pour caradlérifiique auic logarithmes dont * 
la caradériflique eft i o dans les tables ordinaires. 

NOTE XXXVllL 

\ L fuit évidemment de la définition i qu'appor- 
te M. le Marquis de THôpital au commencement 
de la Sedtion IV y que S» (Fig. 46 , P/. 5 , ) eft | 
là différence de la différence wR 9 ou la différence 
, féconde de P M. C'eft cependant Hw qui eft la dif- \ 
fêrence féconde de P M , comme notre Auteur en 1 
convient. Je voudrois donc dire que la différence 
féconde de P M n'eft autre chofe que la difFéren- ^ 
ce qui fe trouve entre la différence première mK , 
& fon augmentation S w ; & qu'en général une I 
différence féconde quelconque n*eft autre chofe que \ 
la différence qui fe trouve entre la différence pre- ^ 
miere & fon augmentation ow diminution fuivante. 
En effet Hw = mK — S??. 

Il fuit encore de la même définition que ^T de- 
vroit être la différence troifieme de PM» Cepen- 
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lant M. le Marquis de THôpital nous avertît que 
fa différence troifieme de PM n'eft autre chofe que 
la différence qui fe trouve entre H^ & L(7. La 
différence troifieme de P M efl donc la différence 
qui fe trouve entre fa différence féconde H ^ , & 
une ligne quelconque L o dont les propriétés font 
;i. d'être parallèle à Hw , 2. d'être extérieure à la 
courbe AMD, 3 . d'être terminée par la ligne uL 
Iparalléle à ST. 11 (eroit biejn difficile de donner 
une définition claire de la différence troifieme con- 
I lidérée en général. 






NOTE XXXIX. 

X-i' AVERTISSEMENT qui fuit la définition i 

\ de la Seftion IV > fait toujours quelque peine aui 

' cômmençans. Ils s'imaginent que dy x dy doit 

donner ddyy ou ^*^* y & que par conféquent le 

quarré de ^ doit être d^y* , & non pas dy^ \ fou 

, cube, d^y^ , & non pas dy^ &c. C'eft là une erreur- 

dont il eft facile de fe guérir , lorfqu'on fait atten^ 

tien que dy eft une quantité très fimple > &. non 

pas une quantité compofée de d multipliant y. 

Par la même raifon le quarré de ddy fera ddy"" y 

' fon cube ddy^ &c. 



NOTE XL. 

Pour comprendre l'article 65 , il faut fe rap- 
peller les régies que M. le Marquis de l'Hôpital a 
données à l'article 6 , & les calculs qu il a faits 
fur la fin de l'article /• 11 faut encore fe rappeller 
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ce que nous avons dit nous-mêmes dans les nMes 
3 & 4. Comme il s'agit cependant de mettre au 
fait les commençans du calcul des différences fé- 
condes , troifîemes &c. nous allons commenter 
l'article 65 avec toute l'étendue dont il pourra 
être fufceptible ; notre commentaire fera renfermé 
dans les réponfes aux queflions fuivantes* 

Première Quejlian. Comment peut-on prouver , 
qu'en prenant dx pour confiante 3 la différence de 

^ eft ^y^-^y^y ? 

dx dx 

Réponfe. 1°. La différence de ydy dt dyxdy 
^yddy = dy^ -^yddy. 

2^. La différence de la fra£kion ^ , en fuppo- 

fânt que dx efl une grandeur confiante y eft | 

dx X (/y* -+- ^fx X yddy dy^ H- yddy • ^ i 

— „^ — — i_::i r= ^ — . ^ ' < ; donc &C. 

dxxdx dx ^ 

Seconde Quefiion. Comment peut- on prouver 

que la différence de-^ eft ^ ^ 7^/ ^ ^ 3 ^^ 

prenant dy pour une quantité confiante ? j 

Réponfe. i ^. Quoique ^ foit confiante , y eft 
variable ^ la différence de ydy eft donc dyxdy 

= ^y . 

2"*. La différence de dx eft ddx. 

5^. La différence de la fraftion j^ , en fuppo- 

fant dy confiante , eft — ^ ^ 1 j •^ - 

•^ ' dx X dx 

dxdy'^ — ydyddx i « 

= - ■ -^ ^ . ■ ' 5 donc &€• 



i 
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Traifiems Quefiion. Comment peut-on prou* 

ker que la différence de ^^^""^^"^ "^-^^ eft 

d^dx^ H- d7dy^ -K rdyddy * , 

quantité confiante, 

Réponfe. i^. La différence de ?[ multipliée par 

|V ^-H-^- & diviféepar ^xeft '^^'^^l'^t.^ •"• ^ ■ 

di\/dx'^ -*- û(y^' 

dx ' 

aP. La différence de V^Sx^^hh^ , en fuppôfant 
cÎa: confiant , efl ^ y y \ •= ^ ^i, j 

donc la différence de v/5?*T^ multipliée par^ & 

. "a . . rz 1 r dxX7 k dyddy rdyddy 

divilée par dx fera ; — -^ ^^ — = — ; '•^ ^ . 

^ dx'^xVdx'^'^dy^ dx^/dx^-^dy^ 

3^. Pour avoir la diflPérence de la fraé^ioa 

^-^ — ^ , il faut joindre les différences trou- 
vées num. I & 2 ; donc la différence de la fraétion 
propofée fera d\ \/dx^ -i- dy^ -*- j ^ ^ ^ ^ y fe 
i tout divifé par dx. 

' dz X dx^ ^i^ dy'^ -^ rdyddy y , , 

-^= — y ^ \ > parce que vdx'^ -+- dy'^ x 
V^iir*+û[y*=^x* + dy^ ; donc la différence de la 
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fraaion "^^Ép^l fera t^lJE^^^^ÉLy 

â:{dx'^ -4- à[ày'^ -+- [iyddy 

Quatrième Quejlitm. Comment peuton prou- 
ver qu'en prenant dy pour confiante , Ton aura 

i7dx^ -f- d7d»dy^ — rdy^ddx i i-iri j 

-i ^. -^ W pour la différence de 

Réponfe. i®. La différence de ^ multipliée par 

l/dx"- -4- fl[y* = dl X/dx-^ -4- ûfy ^. j 

2°. En luppofant ^/y confiant » la différence de j 

y 2dxddx dxddx 

^ -^ 2\/ dx"- -i- dy'^ l/dx'^-i-dy^ 

donc cette même différence multipliée par ^ fera 
—7==^== ; donc la différence totale de 

K y'dx^-i-dy^ fera dz X/dx^ -f- tfy^ -4- / ^ ^..a 

^ -^ ^^ ^ x/dx^'^dy'- 

^ d:^xdx'^ H- dy'^ -+- idxidx d:(dx^ ^^ d^dy^ '^i-jdxddx 
^ y/dx'' '^dy'^ "* \/d^^ -H d^ * I 

3^. La queftion feroit réfolue , fi on ne deman- ^ 
doit que la différence de ^ j/</:v* -+■ dy'^* Mais on 

demande la différence de ^ ^ J^ ^ dans 

laquelle fraftion on fuppofe dx^ variable. 

Qp'on fe rappelle les régies qu'il faut fuivre, 

lorfqu'il s'agit de différencier wne fraftion ^ & 

Vory 
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^n trouvera que la différence de la fraftion 
>ropofée , eil ^-ïii^^^^.^^^X 

t V^rfx^ -+- ày^ $ le tout divifé par dx"^ =i 

ix X d^dx^ -^ d^dy^ H- ^ dxddx — ddx x rdx^ -^ rdv^ 

dx*\/dx* -^dy* 

4°. Otons les quantités qui fe détruifent , nous 
aurons évidemment ^?■^^^-^y{^^'»*-7^J^'^^^ 

la différence de la fraftion ^^''^^^ -^ ^y\ 

dx 

Cinquième Quejlion. Comment peut-on prou- 
Ver qu*en prenant dx pour conftant , la différence 

de , y^y doit être ^"''»* "^ ^>'" "^ r-^^'^-^x , 

\/ dx"" -f- <iy» dx* H- «?^» \/</Ar* -^ dy* * 

Répon/e. î°. La différence de la quantité ^^ , 
Solitairement prife , eft ûly* -hj/ddy. 

a°. La différence de \/dx* + dy* , eft - '^•^^^^ , 

•^ ^dx^-^'dy*' 

en prenant ^;f pour conftant. 

30. La différence de j^j/ , confidéré comme nu- 
; mératcur d'une fraftion , eft dy^-^yddy x \/dx*-+dy* 

I ré de l/c?*» -»- jy» j donc cette différence fera 

dy* ^yddy x dx^ 4- dy*. ydy^ddy _ dx*dy*+Jy* +ydxydy 
dx^-+'dy\/d;f*^dy*^ ^'' dx*-i- dy^ Vdx*-^ dy** 



i ■ 
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caufe des quantités qui fe détruifent ; ce Umt 

-^-yây^ddy & — yày^ddy. 

4*^. On prouvera par un calcul femblablc 

qu'en prenant dy pour confiant , la différence de 

yiy c dx^dy^ H- dy ^ — ydydxddx 

•—7 — r lera' y. r * 

Sixième Quejlim. Comment peut-on prouver 

que ^^^g^^ eft égal à'g^^ 



dxddy ^ — dxddy 



» » 



Réponfe. I ^ ^* -t- dfy » - ^ib* -+• dfy* = ^* 4- ^y 

ao- l/ZcM^ip = dx*-^dy*'* ; donc la fraâion 



» I 1. 



propofée devient ^_ . ^^^ ^ = Zl^iy 

Septième Quefi. Comment peut-on prouver qu'en 

i 

dx^ • j^» » 

prenant ^xpour confiant, la différence de _ . ^ ■ 



^ - ^dxdyddy* X dx^ -+- dy * H- dxdddyxdx^ H~ flfy * 

Réponfe. i ^. En prenant ^x pour confiant , & 
en confidérant dx^ -t- dy"^ » comme une quantité 



ifolée, fa différence efl f; x 2dyddy Xdx^-^dy 






.» » 



rzr ^dyddy x ^Jtr* -+- <s[y 

2*^. En prenant dx pour confiant , & en confi- 
dérant — dxddy comme une quantité ifolée , fa 
différence ell — dxdddy. 

3^. En confidérant ces deux quantités corn- 
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me formant une fraftion, leur diffcrcnce fera 



dxi dy X ^dydiy x dx^ -H <iy* * H- Jxdddy x dx^ -f- dy 



* » 



^X 



^ dx^ddy^ 

Huitième j^Jucftion. Comment peut-on trouver 
la différence féconde d'une quantité quelconque , 
élevée à une puiflance quelconque ; par exemple * 
quelle eft la différence féconde de x*, ou la diffé- 
rence première de wx*" ^dx ? 

Réponfe. La différence demandée eft m toi 
— iwx" "^ Vx* H- m^ 'ddx. En voici la démonf- 
tration. Faifons x"~ ' =^ , & ^x nn ;[. 

lo. Puifque x"~"' •=: y ^ Ton aura dy =z 
M — ix'^'^^dx y parce que dans cette hypothéfe 
la différence de y doit être égale à la différence 
de x"*— '. 

2^. Puifque ^x = ? 8t x^ ~ ' => ; donc x* ~ Vx ^ 
=J^ ; donc mx'^ 'dx = my^ ; donc la différen- 
ce de mk^ 'dx eft égale à là différence du pro- 
duit my^j dans lequel w eft une quantité conftan* 
te qui n'a point de différence. 

3^* La différence de my^ eft w<^-+- mvdX- 

4^. Mettons à la place de x, fa valeur A , à la 

place de^:^ fa valeur m — ix'^'^^^x, & à la place 

de j fa valeur x"*""" ' , nous aurons mT^dy = mdx x 

m — I X* ~ *^x = mm — mx"^ "^ *dx* y parce que 

mxm — I = mm — m y 6c que dxxdx=: dx^ * 

nous aurons encore myd;^z=zmx'^'^'ddx ; donc 

m^dy H- niyd^ =z mm — wx"* Vx* -h wx" ~ '^^x* 

Y2 



y 
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Mais le premier membre de cette dernière équa^ 
tion eft évidemment la différence du produit my^ 9 
donc le fécond membre de la même équation fera 
évidemment la différence de iwx" 'dx , ou la 
différence féconde de x*^ parce que ( num. 2 ) 
tny^ =z /77x" 'dx. 

Corollaire. La différence féconde !ie jt" efl une 
véritable formule pour quiconque prend garde 
que m vaut 2 , lorfque la grandeur qu'on veut 
différencier, eft élevée au quarré ; que m vaut 5 , 
Iorfqu*il s'agit du cube, &c. La différence féconde 
de x^ fera donc 9 - ^x^ *dx^ + ^x^ 'ddx = 6xdx* 
H- ^x^ddx ; celle de x* fera 4 — 2x* " Vx* + 2x*"" 'ddx 
= ix^'dx* -h 2xddx == 2^/x* 4- zxddx , parce que 
x^=: I » celle de x* fera 1 6 - 4x^— *^x*-4-4x^'" 'ddx 
= 1 2xVx* -*- ^x^ddx 3 &c. 



*W4»<| 



Voici comment on met en pratique les régies 
marquées dans Y art. 66 , pag. 84- Pour trouver le 
point d^infléxion ou celui de rebrouffement d'une 
courbe dont on a l'équation , i ^. L'on prend les 
différences premières de Téquation propofée , & 
Ton met dans un membre dy feule , & les autres 
quantités dans le fécond membre. Si Ton a , par 
exemple y l'équation ^xx =r xxy + aoy , l'on fera 

y '==• '- 3 & par conléquent dy = 

dax^Jx -+- 2a>xdx — 2ax^dx 2a^xdx ^ .,x 

* = - î & voilà 



XX -H aa XX H- aa 

ce qu'on nomme la féconde équation. 
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2^. Il faut différencier cette féconde équation y 
en regardant dx comme conftante , & Ton aura ^ 



XX 



aa 



iXa^dx* X XX H- aa — ^ Sa^xxdx^ x xx -f- àa 



XX 



a& 



3^. ddy = ; donc la fraûion qui répond à ddy^ 
fera = o j mais dans cette fradion , ce n'eft pas 

k dénominateur xx h- aa qui eft = ^ , car c«:te 
fraûion feroit infinie ; donc ce fera fon numéra- 
teur qui fera =(? j donc lk>n aura 2^'^x* x 

XX -^aa — %a}xxdx^ Xxx-^aa^o'^ donc . 2a^^x* 

X XX -^ aa = Sa^xxdx* X xx-r^aa ; donc , eh divi- 
fant tout par za^dx* Xxx-^da , Ton aura xx-^aa 

z=z 4XX ; donc ^xx = aai donc xx = — j donc x 

= 1/ — ^» donc X = ^)/jr Çeft ainfi qu'ion opé- 

re > lorfque Ton fait ddyz^o. 

4^. Lorfque </i/ = al ne mené à rien ^ l'on fait 
alors ddy =z: 00 j, & l'on calculede la manière qui 
fuit« L'on vous donne ^ par exemple y l'équation 

y --a = :tf — 4 5. Vousaurezd'abord^v c:i x « ^ ? . Vx 

- tf S ^sfx. Vous difféf ^ntierez cette fecoa-* 



ï- 



de équation , & vous aurez^ tn prenant dx pour 
confiante , ddy = — |x^« — «""s ~^' dxx dx 

, parce que 



s//x* 



ai/ 



*' 
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^ y 

q; — a ^ eft évidemment égal à la fraâiôn 
• ; 9 & que cette fradtion n'eft pas différente 



«* 



de 



S , 



5<>» En fuppofant àày = ^ , Ton trouve — 6dx^ 
r==. 0. Mais cela ne mené à rien , donc il faut 
fuppofer ddy = oo . 

6P-. En fuppofant ^/<ij^ =js oo , Ton aura le déno-^ 
minateur de la fraftion qui ^lui répond =:: o ; Ton 

aura donc 25 |/jr — ^ ^ ?= ^ î donc x' — az=: o ; 
donc x = ^. 

7®. Lorfque ^^ r=zo , Ton a. le numérateur de 
la fraûion qui lui répond = i &c lorfque ddy 
-=: 00 , Ton a le dénominateur de la même fraôîcn 
,ï^o. Ceft'là une régie qu'il ne faut jamais oublier; 

8^. Voici comment M. Varignon démontre 
que lorfque la différence de AL ( Fig. 52. PL 3 , 

& Fig. 5 3 P/- 4) eft -^^zzzio , elle eft néceflai. 

rement ddji = 0. Dans !a fraftion — =^-^, ce n'eft 

pas rf;/* qui eft Oy car cette fraâion feroit infinie * 
ce n*eft pas non plus -f-j ou — >",* car ce font des 
quantités réelles j c'eft donc ddjy. Le même Au-^ 
teur paroit d'abord convenir ayeç Mt le Marquis 
de THôpital que , pour avoir le point d'inflexion y 
il faut taire ddy 'z=z , 5c que pour avoir le point 
de rebrouflement , il faut faire ddy z= 00 ,• |jo«» 
examinerons cette régie dans la Note 43^ 
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90. Voici une occafion où A L devient x — - 

•2^ , au lieu dêtre -2^ — x. La foutangente L M 

( Fig. 63. P/. 4) eft fuiyant la coutume^ ; l'abf- 
ciffe A M eft Xi donc AL=r AM — LM fera 
par la même x — ^. Jufqu'à préfent M. le Mar- 
quis de l'Hôpital n'a parlé que des courbes dont 
les appliquées font parallèles entr'elles. La régie 
que je vais commenter regarde les courbes dont 
les appliquées partent d'un même point j cette ré- 
gle çAyddy = dx* •¥■ dy*. 

1 0°. Pour comprendre cette régie , il faut d'a- 
bord bien fe convaincre qu'à caufè des angles in- 
finiment petits H B T & M B w ( F/g. 5 6 . P/. 4 ) , 
BT peut être regardée comme parallèle à B H , & . 
B M à Bw. L'on verra alors du premier coup d'œil 
que les triangles redangles M R w , MET , THO 
• font équiangles. Il faut encore bien fe convaincre 
que M R : TH : : T H : H O ; M. Crouzas nous en 
donne la démonftration en cette manière. A caufe 
des triangles femblables m R M , H O T , l'on' a 

wR : MR : : TH : H0> ou , ^;/ : /^x : : -^ : HO 
-_:iïl. Mais dans la proportion MR : T H : : TH 

: HO , l'on trouve H O = ^ i donc cette propor- 

tien n'a rien d'imaginaire. Enfin il faut fe rappel- 
1er que lorfque O t s'év^ouit , comme il aryivç au 
point d'inflexion ou de rebrouirement , l'on, a 

^4 
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à caufe du dénoipinateur commun ; donc , en divi: 
Tant tout par ^x. Ton aura yddy = dx^-^-dy*^ Nous 
ferons remarquer dans les Notes fuivantes Tufagc 
qu'il faut faire de cette équation. 

NOTE XLll 

\j ARTICLE 67 y pag., 89 nous prouve que 
M. le Marquis de l'Hôpital penfoit que dans les 
courbes dont les appliquées font parallèles , il fal- 
loit faire ddy zz 0^ pour avoir le point d'inflexion i 
^ ddy = 00 , pour avoir le point de rebroufle- 
ment. Ce même Auteur penfoit encore que pour 
les courbes dont les appliquées partent d'un même 
point , l'on a au point d'inflexion dx^ h- dy^ — 1 
yddy — 0% & au point de rebrouflement dx^ + dy^ 
• — yddy == 00 . Nous allons voir dans les Notes 
fuivantes ce qu il faut penfer de ces régies géné- 
rales, 
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NOTE X Ll l l 



XjES éq^uations de V article 68 , pfig» 90 ont 
été calculées dans la t^ote ^i , num. ir 2. 3. 

H QT K X LIV, 
Les équations de V article 6^^ pag. 91 ont 

été calculées dans la Not€ 41 ^ mm, 4. 5. 6> 



.1 
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NOTE X LV. 

Jr o u R comprendre V article 70 , fag. 9 2 , il 
faut d'abord relire les Notes 1 1 & 1 2. Cette lefturc 
vous convaincra que la dêmi-circonférence A D B 
(^Fig. 59. P/. 4.) : à la demi-bafe BK : : la coupée 

, AD : à l'appliquée DF , donc DF — --. Mais DF 

cmEF — EDrrrj/ — \ ; donc y — <=:: — , 



1 bu 
donCj/=:çH . 

II faut enfuite former mentalement un triangle 

des différences infiniment petites dç À E , de E D 

* & de A D ; & l'on verra que la différence de A D 

deviendra la bafe d'un triangle reâangle qui aura 

pour fçs deux côtés les différences de AE&de ED ; 

donc du^ = d)ç^ -4- rf^* ; do nc du =: \ /dx'^ -h d^^. 

. Ainfi à l'article 70 , ^t/ ( \^dx^ ^ ^î"* ) fignifie du 

= X/dx'^ -hdi^ y & non pas du x \/ dx'^ -+■ di^ . 

Il faut enfin bien fe convaincre que fi du 

= x/dx'^ H- (f?^ , Ton aura du =: ■ . • Éa 



voici le calcul : di* 



a^cr- — XX 



• 



UCX XX ^ 



donc d^^-hdx* z= r-^ ^ ■ ^ + dx* j 

2,CX XX 

& en mettant dx^ fous le dénominateur 2cx — xx, 
& ôtant enfuite Içs quantités qui fe dètruifent > 

l'on trouvera dz* ^ dx* :^ i donc 



r 
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|/jjx -H ix* = ■ . 4 = ; donc //« = 



V2CX JFX \/ 2.CX — XX 

Le refte de Varticle 70 rt*a befoin d'aucun éclair- 
dflement particulier. 

C'eft ici que M. Varignon a remarqué qu'en 
faifant Âdy := 00 , Ton avoit par là mêfne icx — xjic 
X I/2CX — XX '=oi donc 2CX X \/2cx — xx = xx 
X \/2cx — . ATX ; donc 2rx =z xx ^ donc 2r = x. 
Il conclut de-là que dd}^ = ^ > n'eft pas une mar- 
que iiîre du point de rebrouflement 9 puifque la 
roulette allongée n'eft pas une; courbe rebrouffée. 
M' Varignon a raifon » & M. de l'Hôpital n'a pas 
tort. Pour les accorder enfcmble, il me paroit qu'il 
Élut préfenter ainfi la régie générale : ddyz=: 00 
efl une marque fûre du point de rehrouffement.^ 
lorfque ddy = o n^a donné aucune valeur. Mais 
ddy :=! co n^efl pas une marque de rehrouffement^ 
lorfque ddy ^=0 a donné quelque chofe- Or dans 

le cas préfent ddy = z donné x = €-¥- — ; donc 

dans le cas préiênt ddy =z 00 peut donner une va- 
leur de x^ fans indiquer cependant aucun rebrouf- 
fement dans la roulette allongée. 

NOTE XLFl 

Avant qtie de iire Varticle 71 , pag. 95 , il 
faudra relire auparavant la Note 15 dans la- 
quelle fe trouve expliquée la nature de la con- 
choide. Vous chercherez enfuite la différerice de 

i H- jr V aa. — XX — x^dx — aabdx 

'■ i vous trouverez —■ — > > 

^ XX \^ aa — XX 
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M- le Marquis de THôpital la fuppofc telle , 
puifqull lui afligne pour différence féconde 

— ==«aB5«» — ''•' y^oLUJ^ — 1= 5 — • K^ 611 Ooiic OU >une 

a^x^ — x'^XVaa — xx 

inattention , oa une faute d'împreflion qui a fait 
donner le fighe -** à un numérateur dont les deux 
termes doivent être afFwftés du figne — . Cette 
fecoride différence vous donnera l'équation incom- 
plète du troifieme degré x^ -h :^hxx — 2aah =r o. 
Pour mettre ^ette équation en état d'être caicip- 
lée , vous ferez évanouir le fécond terme , en fup- 
pofant par la régie ordinaire x :=: >' — i? , & vous 
aurez pour votre équation transformée y^ — '^hhy 
^ zV — 2aah. Vous ferez— 3^^ = — p, &-4-2t' 
— zaah = — <j , & vous aurez^^ — py*-^q ~ ^ i 
équation du troifieme degré qiii fe troqvc calcu- 
lée dans tous les Livres élémentaires d'algèbre ; 
& nommément dans notre Guidt des jeunes Ma-^ 
thématiciens dans l'étude des leçons élémentai7''es 
de M. l'Abhjé de la Caille , pag. ^2 & fuivantes. 

La fecond« manière d^nt M# le Marquis de 
THôpital réfout le même problêcne , apprend à 
un Commençant à fe fervir de la formule j/^gf^^ 
7=z àx" -H ^\ Les calculs ne demandent qu'un 
peu d'attention ,& Ton parvient comme natu- 
reHement à i'équàiion dui if -degré 2^^ — 3fô{ 
^r^ ahh = ù\ Cette équation 4'e change en ceiie-ci , 



t- 


76b ait «r r ' 

;^ a_ :r _^ wi -^ a. V pus laites 
^ ^ ^ - ■ 


^" 


abb . . a . 
- — =2:.-^ ^ 5 & VOUS *V€? V 
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équation du troifieme degré que tout Commen- 
çant fçait réfoudre. 

NOTE XL riL 

JLj'ab.tîcle 72 , pag. 95 a befoin , pour être 
compris , des remarques fuivantes. 

i^ j/z:±t + xf^^— ^ ; donc j/ == ^ x 



^^^ — --^xxy- — ?^. Mais XX y 



'X 



X ^ X ^ st 

f/^ ^\^ax — xxyàoncy^zzhy ^^^^^ 

■H \/ax — XX. 

z^. Pour trouver facilement I^l différence de 
cette dernière valeur de ^ , fouvenez-^vous d'à- 

bord que » y^ = V^^ , parce 

que le dénominateur x eft auffi bien afFefté du 
iîgne radical , que le numérateur a — x. Souve- 
nez-vous enfuite que la différence del/ "^^^ ~ ^.*^ 

' ^ Vx 

pft —^i<^^^^x —^dxx\/abb-^bhx , ,. ... 

^*^ ^^abb^bbx ^ uy/x ^ ^^ *^^^ ^^^^^^ 

parx. Réduifezcesdeuxfraéiionsà uamêmedénomi. 
pateur , & ôtqz les quantités qui fe détruifent , vous 

— 2abbdx m t ri I 

aurez — . -r ^ le tout divilé par- x. 1 

2VxxlV^abb — bbx ^ 

Vous aurez donc — ~^^. ^ ■ =. Mais cette deT- (i 

^vabbx — bbxx ^ 
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c rsj' Al IN '—' abbdx --r- abdx 

irachoD elt égale à —, — ;j = — . ;. • 

%bxv Ax — XX ax V tfjT - XX 

— ahdx 



>nc la différence de h y ^ — - eft 



X tixy/ax — XX 



\/ax — 



3 ^. Ajoutez à cette différence celle de \/ax—x% 9 

/x \ j- ^^^' — ^xix axdx — axxdx «• .,^„^ 

eft-à-dire — . ,. , . == . i & vous 

2yax — XX IX y ax — xx 

ouverez ^ aux fignes près , la même chofe que 
t. le Marquis de FHôpital y c'eft-à-dire , 

icdx — 2xxdx* — abJx ^ , n , r 

■ - ' • Ce n eft ou en conlervant 

^xyax — xx 

es derniers fîgnes , que vous parviendrez à la 
tconde différence , telle qu'elle eft marquée dans 
'Analyfe des Infiniment Petits. Auffi ne voyons- 
lous^ pas pourquoi M. le Marquis de THôpital n'a 
>as confervé les fignes qui fe préfentoient natu- 
ellement. Ceft ici le lieu de relever une faute qui 
»'eft . gliffée dans les deux éditions, & qu'il eft 
iifficile de regarder comme une faute d'impref- 
fion. M. le Marquis de THôpital divifa d'abord 

laab - aax — ^ahx X dx^ par 4^x — 4X* X \/ax — x*; 
8c il avertit à la fin de fon Ouvrage qu'il le falloir 
divifer par 4^x — 4x*. Il ne faut faire ni l'un ni 
l'autre. Le vrai divifeur eft /^axx — 4x^ , parce 
que le quarré de 2x \/ax — xx eft ividemment 
ûfix^ — 4x^ , & non pas 4^xx — 4x^ , comme l'af- 
fure M. Crouzas. Mais la faute que nous relevons 
ici 5 ne peut conduire dans aucune erreur , puif- 
que c'eft le numérateur de la fraftion que Ton 
fait = 0. Nous aurions pu la corriger dans cette 
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troifieme édition. Mais nous nous Sommes fait une 
loi inviolable de ne rien changer au texte de M. 

le Marquis de l'Hôpital. 

. t •• .-■-■- . . -^ . — - ■ 1 

NOTE, XLFlll 

I i ' ARTICLE 73, pag. ^j eft terminé par une 
équation du cinquième degré. L'on n'a qu*à ex* 
primer en chiffres les valeurs de ^i & de 2^ ; & alors 
cette équation ne fera pas bien difficile à réfou- 
dre. Si Ton fuppofe ^ par exemple j a=i2 ^ 8cb 
= 2 , l'équation propofée fe changera en celle- 
ci , >^^ ^ — 6y+i2y — Sy -I- î2y — i6 = o i & 
cette équation fe réfoudra par la féconde des mé- 
thodes que donne M. TÂbbé de la Caille dans 
fes Ëlémens de Mathématique y pdg. 89 & 90 , 
parce que dans cette fuppofîtion >' efl égal à un 
nombre entier joint à une fraction. 



NOTE XLIX. 

L'article 74» pag. 98 a befoin des trois 
éclairciffemens fuivants. 

i^. FB^*^^^ — —, =2L . en voici le calcul 

dy 

A caufe du triangle redangle F E B , Fig, ^4. VI 
4 , l'on a FB* = EF* + EB* i doncFB*= ;^+ 

dy^ ày^ — àf- ' 

Y^_ y^/dx\^dy- ^ 

dy 

2^. A caufe de l'équationà la courbe > Ton auri 
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my^ = ^^r - nydx ^ g^ ^g.^^ ^équation à la 

courbe donne twin : : x^ — >/^/x : y \/dx^ ■+ 4y* ; . 
donc /w;/ ]/<yjp^-4-</y^ =^ wxf[y — w^^x j donc 

mydy ^ , myû?y nxdy — nydx 



• donc 

npç ^ ^ nx ~ my 

3^. Pour trouver^ \/min — nn = nx , voici les 
opérations qu'il faut faire. i°. Divifez par dy l*é- 

dy Y mniyy — nnxx nnxxdy — mmyydy 

•■• nx nçxy ^ 



X/^mmYy — nnxx nnxx — mmvy 

VOUS aurez ^ ^^ = -, ^ . 

nx nn%y 

:20. Multipliez cette dernière équation par nx , & 
êtez les quantités qui fe détruifent , vous aurez 

/ nnxx — mmyy , 

y mmyy — - nnxx ^=: '- — y ClOBC 

ny \/n2myy — wwxx ==: wwxx — mtnyy^ ^ donc 

•t 

|//»^7i^jy4 — n'^x^y^ =r wwxx — mmyy j donc 

— w'^xty* -+- mWy^ = nnxx — mmyy * J donc , en 

divifont tout par , w V — w>* , Ton aura — «>* 
= w*x* — ;?7>* ; donc j/* x w»? — w» = nnxx ; 

donc J' V^/ïi/^ — nn == wx. 

Remarque. Ceux qui nous ont fuîvi jufqu'à pré- 
feni;, foftt en état de lire fans guide , à, quelques 
points près , les 6 dernières Sections de T Analyfe 
des Infiniment Petits. Ce font ces quelques points 
que l'on trouvera éclaircis dans les 6 Notes fui-^ 
vantes. 



^$t COMMEKTAIILE 



Il n*v» 



NOTE L. 

JLi A Seâion 5^ , contient 34 articles. Ceux qui 
fe rappellent nos notes S y 7 f 1I9 12, 23, 24 
& 40 , ne peuvent être arrêtés que dans la It&M* 
re des articles 77 9 79 9 84 , 86 , 87 , 89 , 90 , 
93, loi , 103, 105, & 109. Voici Texplica- 
tion de ce qu'il y a «de plus difficile dans ces 1 2 
articles. 

i^. L'on aflure fur la fin de Tarticle 77 que x 

= j ^ ^ T^-^ ^ jj • Pour trouver cette valeur, 

dx^ '^dy^ — yddy 

il faut manier fuivant les régies ordinaires Téqua- 

tînn r — î5fl±iL'' V -Jfcll^ 

non < == . ,. — X ■ • 

^ —dyidy y 

2** Pour trouver , au commencement de rarti- 
de 79 , la valeur de R G ( ¥ig. 67 ^ PI. /^) y Ton 
dira, MKimK: imKiKG. 

30. La valeur de PT (F/g. 72. PL 4) eÔ en 

général •^. Cette valeur devient ix dans la pa- 
rabole dont il s'agit à Tarticle 84 , parce que danâ 
cette parabole Ton a x = ^ ^ & ^x == ^212, Dans 
cette même parabole Ton a P Q. = v ^ , parce 
qu'on a démontré ( article 79 ) que P 0,= y^. 

4*^. Enlifant l'article 86, l'on pourra deman- 
der comment fe font trouvéesjes valeurs de EC y d« 
MS & de TQ, ( Fig. 74 , PL 4). L'on aura la va- 
leur de ËC , en imaginant ^ fuirantla coutume , 

un 
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tin triangle infiniment petit dont les deux côtés 
foient dx^dy y & qui foit équiangle au triangle 
MEC. L'on dira alors dx:dy:: ME : E C. 

Pour avoir la valeur de M S , vous direz , à cau- 
fc de l'angle droit MTS , M P : PT : : PT : P S. 

Enfin pour avoir la valeur de T Q.» vous direz, 
à caufe de l'angle droit TMQ, PT : PM : : PM 
: P Q.. Il n'eft pas néceflaire d'avertir que PM =y, 

f^^. L'article 87 auroît befoin d'un èclaircifle- 
ment qui eut rapport à la différence féconde de 
>^" 3 fi cette différence féconde n'eut pas été. cal- 
culée fur la fin de la 40^. note. Il y a encore fut 
la fin de cet article une phrafe dont le fens ne fe 
préfente pas tout de fuite. La voici. Ou m efl 
moindre que 2 ^ tf alors Pexpofant de y étant pofi" 
tifi ellefe trouvera dans le numérateur , &c. Pour 
que cette phrafe & quelques autres fuivantes 
ayent la clarté requife dans les ouvrages de Ma- 
thématiques , il faut dire : Inappliquée y fe trouve^ 
ta dans le numérateur , &c. 

6*^. L'ellipfe dont il s'agît a l'article 89 , a 
évidemment pour petit axe |/^ , parce que fon 
grand axe eft ^ , & le paramétre de ce griand axe 
eft t. Pour avoir le paramétre de j/^J, il fai/t dire, 
jAi : a : : ^ : au paramétre du petit axe ; donc le 

paramétre du peut axeeft ~=^^^;^^=: -— 

aVab 



-«: 
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7^. Pour trouver , à Tarticle 99^ la valeur do 
EC , vous direz dabord PT (a) : PM {y) : : 

FM (jy) : PCl=^. Vous direz enfuite PM : PQ 

::ME:EC. 

'" 8®. L'article 9} a befoin des éclairciffemens 

fuivans. i ^. Pour trouver du =r ^ ^ =. , Si 

y 2ax — XX 

faut imaginer proche du.point E, F/^. 83. P/- 5 , 
un triangle rectangle infiniment petit > femblable 
au triangle reâangle EPK , dont le côté dx j dif- 
férence de A? j Sclz, bafe du , différence de rare 
AE , foient homologues à EP & £K. L'on dira 
alors EP ( }/2ax — xx : EK {a) :: dx : du. 2°. 

Ppur trouver dy =:dx ? ^ , l'on a divifé par 
|/2tf —X k numérateur & le dénominateur de la 
fraélion ^.IZZZ— . 3^. On aura la valeur d« BE 

y Q,ax ■— ATX 

en faifant BE* = A B*^ AE*. 4^. Ceft au point 
A qu'on a x = ^ ; & c'eft au point B qu'on trouve 

9*. Pour comprendre la dernière conféquencc 
de l'article 101 , il faut fe rappeller que la por- 
tion de la roulette A M n'eft que la fomme des 
arcs infiniment petits M;^ , & que la corde AE 
n'eft que la fomme des E F • 

lo^. On avance, à Tarticle 103 , que l'efpa 
RGBdCFig. 87, P/. 5 ) eft égal à l'efpace MGBE 
L'on araifon, puifqu'on a démontré dans la figuri 
84 de la même planche que l'arc MR := l'arc £Q 
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jpar la même que Tangle MOK = l'angle ECK* 

Pour trouver , à la fin du même article » 
XI = 2aa -4- 2ab ^hb ^ il faut que Tare M E Q ^ 
( Fig^ 87 , P/. 5 ) coupe en 2 parties égales le 
demi-cercle AEB au point E. Alors Tangle EKO 
fera droit ; & en tirant le crayon OE=:OQl=:^ , 
l'on aura OE* = EK* ^ OK* j donc ^^ = a^ ^^ aa 
H- 2ab -f-bbi donc ^ = 2aa + lab + bb. 

ii<^. Pour trouver, à l'article 105 , x = {a^ 
il faut fe rappeller que xx étant nul vis-à-vis zbx , 
& 2aa vis-à-vis ^aby il relie 2bx'= ^ab ^ ôc par 
conféquent x z=:^.a. Il faut encore fe rappeller 
qu'en faifant B P = J A B , Ton fait par là même 
X xzzz^a y parce que B P ==: x y ôc AB == 2^. 

1 2^. Pour peu qu'on réfléchifle fur la figure 9 1 
citée à l'article 109 , Ton verra que la courbe 
D E eft formée par le développement de la con- 
vexité A D i la courbe E F par le développement 
de la convexité A B ; & la courbe D G par le dé*^ 
veloppement de la convexité DC. 

■ ■— — ^— a».>— I ■ ■ lllllll , Il II s ,a, m t II I ^1 111 I I I I ■ I I I I *— ■— M— — i 

NOTE LL 

1 L y a dans la fixieme feârion quelques articles 

qui nous ont paru mériter quelques éclairciffe- 

ments. Ce font^les articles 110 , 113 , ii%\ 

119,. 120, 121, 123 & 125. ' r 

' lO. L'angle'de réflexion FwD (F/g. 94. VL 5 , 

art. lie) eft ég[aï à l'angle d'incidence B ;^ M ^ 

& par conféquent à i'angle R)fe M. / 

2*. U article 11 3 eft un dferplus important du 

Traité des Infinimem Petits. li fert à démontr'èf 

Z a 
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que Timage d*un objet vu par le moyen d*un mi- 
roir , ne paroit pas toujours au point de concours 
de la cathéte d'incidence 6c du rayon réfléchi i 
cela n'eft exaâement vrai que pour les miroirs 
plans ; pour les autres il foufïre bien des excep- 
tions. Soit, p^r exewple^ le miroir concave AMD, 
l Fig. 9j f PI* 5 ). Soient les deux rayons de lu- 
mière infiniment près l'un de Tautre B M , Bm 
envoyés par le point B fur la concavité de ce mi- 
roir , & réunis au point F après la réflexion. Il eft 
évident que ces deux rayons donneront , après leur 
réflexion/, Tirnage de l'objet B au point F ; s'ils la 
idonnoient ailleurs , par exemple , à leur point de 
concours avec .la cathéte d'incidence , l'on auroit 
deux images de l'objet B j donc &c. Ce que Ton 
petit auancer en général pour toute forte de mi- 
roirs , c'eft qtie le lieu de l'imagef eft toujours au 
point F où deux rayons incidents^ infiniment pro- 
ches l'un de Tautre B M , Bm viennent fe couper 
après la réflexion. ... .- 

— 5^; L'on aflure ( art. i\ 8-)-que lorfque M F eft 
infini , l'on a ME= 2MB (F%. 98 PI. 5 ) ou tf 
acr iy. L'on a raifon. La valeur dSe M F eft ( art. 

113)== ^^ > Lorfque MF eft infini., Pon a 
M F f=: ^ i donc dans ce cas l-ona zy — a:==ioi 

*| î .1 ^. .4— ...••»■• -• 

donc ly =ta.:]fowT trpuver _da prajJoftion indiquée 
\ la fin de ce jmêôie article i Jl.&Ht dire , la moir 
,ti^ 4H ê"^^^*^ ax;et f, au rîiyoïi. incident : : \t. rayon 
tèflichi :. ME, Qr par là .çaêmi? que les rayons 
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incident & réfléchi font donnés, le grand axe l'eft 
auflî. Car dans la figure 99 de )a planche 5 , Ton 
a. A D = B M -4- MF ; & dans la figure 100 de 
la planche 6 , Ton aA^=:MF — MB, parce 
que les rayons incidens & réfléchi font tirés des 
deux foyers à un même point de la courbe ellip- 
tique ou hyperbolique. 

4^. Uarticle 119a befoin des éclairciflemens 
fuivans. L*on demande i^. Pourquoi MF = ^MG , 
lorfque les rayons Xpcidens PM font perpendicu- 
lairesfur l*axe AP , ( Fig. 10 1 PL 6. ). L'on répond 
que lorfque les rayons incidens P M font perpen- 
diculaires fur l*axe À P , ils font par là même pa- 
rallèles entr'eux ; & puifqu*àlors Ton a eu ( art. 
113) MF = ^ M G i Ton doit avoir ( art. 1 1 9 ) ^ 
en faifant la. même fuppofition , M F = f M G. 

L'on demande 2°. Si la conftruftion abrégée 
dont parle M. le Marquis de l'Hôpital , eft préfé- 
rable à celle qu'il donne d'abord. L'on, peut ré^ 
pondre hardiment que non. Cette conftrudtion 
n'eft bonne que pour ceux qui vôudroient s'épar- 
gner la peine de chercher le rayon de la dévelop- 
pée de la parabole. Ce rayon fe trouve très-facile-^ 
ment par l'article 84. 

L'on demande 3^. Pourquoi , lorfque le rayon 
réfléchi eft parallèle à l'axe ,. l'on a MP=iP(i 
(F/g. loi. P/. 6. ). Pour répondre à cette queftion, 
l'on n'a qu'à démontrer que dans la même figure 
l'on a ML = LQ. En effet l'angle ÇlMA = l'an- 
gle QMD , puifque ce font les deux angles droits^ 
formés par le rayon MC de la développée avec la 
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courbe AMD. De plus « l'angle d'incidence AML 
eft égal à Tangle de réflexion NMD i donc Tangle 
reftant L M Q, eft égal à Tangle reftant dMN. 
Mais à caufe des parallèles M N ^ A O 9 l'on a 
L dM = QM N i donc L M 0.= L ÇitA ; donc 
les angles fur la bafe M Q.font égaux ; donc M L 
= L Q. Pour trouver ^ =■ ^/x , il faut imaginer 
au point iM un triangle infiniment petit , fembla- 
ble au triang -e ifofcéle M L Q. dont les i côtés ^/Vf 
dx foient homologues aux deux côtés ML , L Q. 
L'on demande 4^. comment f/u — yy divifé 

par t -^y donne ! T T . L'on répond que ^ ^^ "^^ 

= V'>"^> - ^^y = V^5. 11 n'eft pas néceffai- 

re de faire remarquer que l'on trouve dy — 7yddy 
= dx* , en maniant fuivant les régies ordinaires 

plus néceflaire de faire remarquer que Uéquation 
^7^=z^-u^ — tuu + ^u que l'on trouve fur la tin 
de l'article 119, n'eft pas différente de l'équation 
a^l •= -^u^ — j auu + \ aau , parce que ^i = 1 . 
Ce n*eft que par la loi des homogènes qui exige 
que tous les termes de Téquation ayent les mêmes 
dimenfions , que Ton a fait entrer tantôt a ^ 8l 
tantôt aa dans l'équation primitive. 

50. Pour comprendre l'article 120 , on fera 
attention à ce qui fuit. i^. Une perpendiculaire 
tirée du point C lur le rayon M F prolongé ( Fig. 
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f oa , PL 6) couperoit ce rayon réfléchi dans un 
point oh il feroit égal à, la ligne appelléc a à Tar- 
ticle 113, comme il eft aifé de s'en convaincre en 
examinant la figure 97 de la planche 5 ; donc une 
perpendiculaire tirée du milieu de MC fur le ra- 
yon réfléchi M F rencontrera ce rayon dans un 
point oïl il fera égal k^â^ c'eft-à-dire , le rencon- 
trera au point F; car MF = j^î, lorfque les ra- 
yons ihcîdens P M font perpendiculaires fur Taxe , 
comme nous venons de le remarquer au num. pré- 
cédent de cette note. 2^. Si M F = ^ ^ , Ton aura 
M F = ^ M P , parce que la ligne M P de la figure 
^ I02 repréfente la ligne M E ou la ligne a de la fi- 
gure ^j. 30. Pourfe convaincre que la cauftique 
A F eft triple de M F , il faut fe rappeller que A F 
{art. iio) = P,ÎVl H- MF. Or PMzzzîMF ; 
donc AF= 3MF. 40. Si l'angle- A CM ou PCM 
eft de 45^ , Tatigle d*incidence PMC fera de 450 ; 
donc Tangle de réflexion CM F* fera de 45^.; 
donc Tangle total P M F fera droit , & par con- 
féquent M F fera parallèle à A C. 

6^ On peut demander en lifant l'article 121, 
pourquoi K D r= | AD ( Fig. 10^ y PU 6 ). Pour 
répondre à cette queftion , on fera remarquer que 
lorfque AD eft le rayon incident, alors DK eft 
. le rayon réfléchi. Or de même <jue M F eft - AM , 
de même D K eft f, A D. On peut encore deman- 
der pourquoi M F eft parallèle à A D , lorfque 
A M eft égal à A C. L'on répondra que lorfque 
A M = AC , alors le triangle A C M eft équi- 
lateral i donc chacun de fes angles vaut 60 de- 

Z4 

/ 
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grés ; donc Tangle de réflexion C M F néceflaire- 

xnent égal à l'angle d'incidence A M C , vaudra 

60 degrés i donc les angles alternes ACM , CMF 

feront égaux i donc les lignes AD, MF feront 

parallèles. 

7^. L'article 1 2 2 n'a befoin d'aucun commen- 
taire. Il n'en eft pas ainfi de l'article 123. En le 
lifant , on fe fouviendra d'abord que MG, ( F/^. 
105. PI. 6 ) eft une partie du rayon de la déve- 
loppée , laquelle partie eft parallèle & égale à NB, 
& que pour trouver MF = MQ.= PN , il faut 
imaginer une perpendiculaire tirée du point G au 
point F s pour avoir le triangle reftangle M F G 
égal au triangle reôangle M (IG , à caufe du 
côté commun MG & de Tangle de réflexion GMF 
égal à Tangle d'incidence G M P. On fe fouvien- 
dra enfuite que fi le rayon incident F M partoit 
du centre C du cercle ANB , l'on auroit l'angle 
d'incidence PMG de 45 degrés, à caufe du trian- 
gle redangle ifofcéle BPN. On fe fouviendra en- 
core que , par la nature de la roulette , Ton a LI 

= AI , & que pour trouver du :=— ^ il' faut 

imaginer prés du point I un triangle reftangle in- 
$niment petit , femblable au triangle reiâangle 
ÇHI , dont la diffçrence de A 1 & la différence de 
IH feront en proportion avec CI & IH- L'on aurj^ 

adx 

donc du :dx :: a:y i donc du •= ^-^^ L'on fe fou- 

y 

viendra enfin que la nature du cercle donne AH 
; lU : ; JH : HB ^ ou ^y;y =; 2^;ç — ;(x j donc 2^^ 
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i 2adx — 2xdx ; donc — 2ydy =z 2xdx — zadx. 



XiCS défauts de proportion qui fe trouvent dans la 
lîgure 105 , fe corrigent d'eux-mêmes, & ne fçau^ 
roient induire dans aucune erreur. 

8^. L'article 1 24 fe préfente de lui-même. Pour 
comprendre facilement l'article 125 , il faut relire 

L 

Tarticle 100 dans lequel GC=— r M G. A 

l'article r 25 l'on a ir = ^ à caufe de l'égalité des 
cercles mobile & immobile j Ton aura donc G C 

= -^MG ,ouGG = |MG(F/g. 106.P/. 6). 

Les autres articles de la 6^ feétion ne font ni 
aiTez intéreiTants , ni alTez difficiles pour mériter 
un commentaire. 



N OT E LU. 

Dans la feftion 7e. M. le Marquis de l'Hôpi- 
tal fe fert du calcul des différences pour trouver 
les caulliques par réfradion. Il fuppofe que celui 
.qui en entreprend la ledure , eft au fait de ce 
qui arrive à la lumière , lorfqu'elle traverfe les ver- 
res convexes & concaves. Nous le fuppoferons. 
aufli dans cette note. Ce qui nous engage à fup- 
primer une pareille diflertation , c'eft que nous 
avons déjà traité cette matière aux articles de 
notre Diâionnaire de Phyfique qui commencent 
par les mots RéfraSlion , Dioptrique , Lunette , Mi- 
crofeope tf Telefçope, Cette note ne roulera donc 
que fur les articles 1 36 $ 1 36 , 1 37 , 1 39 , 14^ , 
142 & 144 j ce font les feuls qui ayent befoin dé 
quelques éclairciffements. 
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. fo. Pour comprendre la fin de rarticle 159, 
TOUS remarquerez ce qui fuit. i^. «r eft infinie par 
rapport à » , lorfque n=:o. 2^. L'on a n -= 9 , 
lorfqu*il n*y a point de réfradion , c'eft-à-dire , 
lorfque le rayon incident B M ( ¥ig. 1 1 1 , P/. 6 ) 
cft perpendiculaire à la courbe AMD. 3^. Lorfque 
le rayon incident B M eft perpendiculaire à la 
courbe AMD , il doit, après avoir traverfé cette 
courbe , fe confondre avec WL C , perpehdîculaire 
à A IVt D. 4^. Lorfque m eft infinie par rapport à 
n , l'on a M F =r i , parce que la formule M F = 

i ^ devient évidemment MF == 

^^y ^ 

imy 

2^. M. le Marquis de THôpîtal fuppofe que ce- 
lui qui lira Tariicle 136, a préfent à l'efprit ce 
qui arrive à un rayon de lumière qui paffe obli- 
quement , tantôt d'un milieu plus rare dans un 
milieu plus denfe , tantôt d'un milieu plus denfe 
dans un milieu plus rare. Dans le premier cas m 
eft plus grand que n j dans le fécond c'eft n qui 
eft plus grand que n?. 

3^- En lifant l'article 137 , vous-vous fouvîen- 
drez de ce qui fuit. i^. Lorfque les rayons inci- 
dens B M (;/ ) font parallèles entr'eux y alors ils 

font infinis ; donc la formule MF = — ■ ^ — r- 

my — ny i(: bn 

devient , à caufe du terme infiniment petit qp iw > 
MF =: — ^ — = — ^r.2<>. Lorfque les droi- 

my — ny /?t — • n . * 
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tes a 6c h font infinies , alors les termes bîtty , any 
font nuls par rapport aux termes aan , bbtf^ , par- 
ce que ceux-ci font des infinis du fécond genre , 
Se ceux>là ne font que des infinis du premier genre. 
4f . L'article 1 3 9 demande , pour être compris, 
les remarques fui vantes, i^. Dans la figure 11$ 
DN eft par rapport à BD ce que dans la figure 1 1 1 
MG (b) eil par rapport à B M. 2°. La cauftique 
entière HFN = AH — DN — f AC. Mais AH 
= 3AC , donc HFN =;= 5AC — f AC —DN 
= £AC — |AC— .DN=: f AC — DN. Mais 
DN» = CD* — CN* = CD» — * CD* , puifque 
par hypothéfe CN = f CD ; donc DN* = AC 

— ^ AC * ; donc DN* = | AC* ; donc DN = 
V^l A c» ; donc DN = f AC \/$ i donc fi Ton a 
H F N = f A C — D N i l'on aura par là même 
HFN = fAC--|AC|/5=^^ AC, Tout 

ce calcul fe rapporte à la càuftique HFN de la 
figure 115. 3^. Pour ce qui regarde la cauftique 
H F N de la figure 116, vous trouverez HFN = 
z-=^ AC , en vous rappellant que NK = j A C , 
& que la cauftique HFN =5 2 AC n- 1 AK. En efièt , 
CK* = CN* — NK*=AC*— NK*==AC* — 
* AC* = i AC* i donc CK = yJXïJi donc CK 
= { AC |/y. Mais AK= AC — CK. donc AK 
= AC-^iAC|/5 , donc|AK = î AC-| ACt/s 
= iAC — f AC1/5. Mais la cauftique HFN 
= 2CAH.iAK;doncHFN = îAC-Kf AC 

— i AC 1/5 = t AC — i AC }/^:=:'-:^p AC. 
5*^. L'article 141 fuppofe que l'on a préfent à 

i'efprit l'article 132. 11 fuit de ce dernier article 
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que BM — BA : LM \\m\n. Mais Ton a dai 
%ureii8PM = BM— BA,&AE = LM, 
aura donc P M : A E : : m : 91. 

6**. A la fin de l'article 142 , il eft parlé 
ovales de Defcartes. Cette matière eft traitée 
la feétion féconde du livre 2 de fa Géométrie, 
yez-en le Commentaire qu'en a fait le P. Rai 
Jéfuite, p^ig. ^^o & fuivantes. 

j^. Pour comprendre la bonté de Véquai 

NF+FH— ^NC = HD-- DC de Partît 



m 



144, il faut la transformer en celle-ci , FH = 

— NF + - NC — ^ DC , & fe rappeller enfuii 
réquationde Tarticle 1 3 2 , où l*on lit FH = Al 

— MF + -BM — ^BA. 11 faut encore av^ 

en même tems fous les yeux les figures 1 2 1 & 1 1 
parce que H D eft pour la figure 121 ce qu'eft Al 
pour la figure 112. Il en eft de même de NFj 

— N C , — DC ; ils font dans la figure 121 ceqi 
font dans la figure 112 MF,-BM, -BA. 

^^ MR. 9tt 
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NOTE LUI. 



A Sedlion 8^. contient 1 1 articles qu'il 
néceflaire de commenter ; ce font les àrticl 
147, 148, 151 , 152, 155, 156, 158, 159 
160, 161 & 162. 
I**. L'article 147 eft très- difficile î en voici Je 
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:ommentaire. i^. L'équation xx = 4^j/— /^yy 
sft un lieu au petit axe A 6 de la demi*ellipfe 
A. M B , F/g. 12 2. PI. y. Ce petit axe a pour pa- 
ramétre 4^1 3 parce que le petit axe : au grand 
axe : : le grand axe : au paramétre du petit axe« 
Li'équation a ce même petit axe eft la fuivante , 
ïïAlP* : A Q.X B Q. : : le paramétre du petit axe : 
au petit axe ; donc xxiay — yy :: d^a :a ; ce qui 
donne évidemment xx == 4^' — 4Jiy- Relifez la 



ax 



note 5^. 2**. Pour trouver AKrz: —, il faut 

d'abord tirer de l'équation xx = /^ay ~ 4;/^ la 
valeur de axx = Say — S^j i il faut enfuite con- 

dure que dy = —^ — par là même que x^x = 
^ady — 4>/4y* Cela fait vous introduirez ces nou- 
velles valeurs dans l'équation ÀK r ^^^-^ — ^^^j y 

A xdy — 2yax ^ 

& VOUS trouverez après un très-grand nombre d'é-» 

' » '■s 

quations & de transformations AK =;: — . 3^. La 

parabole qui a pour fommet le point A eft afymp- 
totique de celle qui pafTe par tous les points C » 
parce que toutes ces paraboles ont , avec le même 
paramétre 4AB , diflferentsTommets fur le même 
axe ; donc leurs différentes branches s'approche- 
ront continuellement 9 fans pouvoir jamais fe tou- 
cher. ' 

2^. L'article 148 ne demande que cette feule 
remarque : l'on trouvera PQ.( F/g. 1 23. P/. 7. ) =z 

t^ , en imaginant au point M un triangle infini- 
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ment petit » femblable au triangle MPQ. dont les 
deux côtés dx , ily feront homologues à PM , PQ^ 
Il n'eft pas néceifaire d'avertir que dans ce même 
article Ion a PC = KC* h- PK* par la 47^ propo. 
fition du livre i des élémens d'Ëuclide , & non pas 
par la propriété du cercle. 

3^ M. le Marquis de l'Hôpital a fuppofé dans 
fon article 1 5 1 que Ton avoit piéfent à Vefpik 
l'article 11. 

40. A l'article 15a Ton a ATi{Fig. 125. PL 7) 

r= — , parce que Ton a évidemment AP : A M : : 



X 

aa 

X 

aa 



AM: AT,oux:a". î^i: AT==:— . Maïs (^r/* 



1 5 ) ^T : AP : : AP : AK , ou ^ : X : : X : AKj 
donc AK = — . L'équation que ?on trouve à la 

' aa ^ *- ' 

fin: de cet article prouve que la courbe B C D eft 
une courbe du troifieme genre. M. Varignon cft 
parvenu d'une manière plus fimple à une équa- 
tion qui prouve la même vérité. Voici comment 

il raifonne : Puifque QC =r — , l'on aura CP=tf 
~.^.AinfiQP(^):ClA(;/)::CP(ia — ^) 
: CK. ( ?[) î donc a^ z=r ^^21 — ^^ j donc^^^ =aay 

a 

— xxy donc a\^ = ^!>'^ — 2a^x^y'^ 4- x'^y^ 
Mais le cercle BMD donne AP x PT == PM* , ou , 
a* - X* =>• i donc^*;j* :=:a!^ — jaV h- 3^1 V - x^} 

donc ya'^i^ = ^* — x*. Mais ^ ;= — , donc ;d 

aa 



\ 
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aau y donc,x = yTâù ; donc xx = \/a^uu i 
donc \/a^ =za* — }/a^uu i donc 4 yâ^ = 

î 3 • 3 _^ 

aa — a \/au^ ; donc 'ya:^^ =:a^ — yau^ ; donc 

rVéquation de la courbe BCD prouve que c'eft ici 
une courbe du troifieme genre. 
• , 5^. La propofîtion énoncée par Particle 155 eft 

:d;émontrée dans tous les Traités de Méchanique , 
6c nommément dans celui de M. l'Abbé de la 
Caille y art. 364 , pag. 115. 

6^. Le mot fejfquialtere pourroit embarraffer un 

^Commençant* Etre fefquialtere , c'eft avoir la 
moitié en fus ; a fera fefquialtere de 2» , fi Ton peut 
dire ^a z\h.S\\2L portion ND de la courbe DNF 
( Fig 1 25 . P/. 7. ) étant multipliée par le rayon AB 
eft fefquialtere du fegment circulaire D M P , il 
s'enfuit que la courbe entière DNF eft égale aux 
trois quarts de BMD , quatrième partie de la 
circonférence du cercle. En voici la démonftra- 
tion , elle eft de M. Crouzas. DNF x AB-cft trois 

■ jnoitié de l'efpace B A D M B. . Mais l'efpace 

' BADMB=ABx^^>donc DNFxAB 

= iABx^^=i ABDMBidonc DNF 

^=: ^ D M B. Ces deux remarques ont été néceffâi- 
;; res.pour l'intelligence de l'article 156. 

7°. L'article 158 préfente deux points qu'il 
J faut nécelTairement expliquer. 1 ®. Pour fuivre M. 
J' le Marquis de l'Hôpital , lorfqu'il parle de la 
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différence de ^^~ ^^ — j/ y il faut fc rappeller 

qu^àprès avoir cherché cette différence par les rér- 
glcs ordinaires , il parvient à une fradtion dont il 
fait le numérateur = o. 2^. Après avoir trouvé 

PK =^ ^^-^^^ 3 il faudra chercher MC ( Fig. 






•I 27. P/ . 7 ) = . Pour le trouver , il fau- 
dra fe fouvenir que NK=:PK— PN = 

m^ -h-mmx m^ -+- mmx — aam 



m = . Il faudra 

an Ad 

faire enfuite la proportion fui vante j PN ( w ) : 
MN(/i)::NK( ^'^^"^^^^^^ ) :NC=: 

arn^ -^ammx — a^m mm^^-mx — aa 



. Mais M C 



aam 

mm "-+- mx *— en 



MN-HNC=/i-i- "^"""'"" " ;donc MC 

a 



mm "T" mx 



8^. Prenez garde , en lifant l'article 159, que 
les lignes LM , Itn ( Fig> 128. P/. 7 ) peuvent être 
confidérées comme parallèles , parce qu*elles for- 
ment un angle infiniment petit. Il en eft de même 
de plufieurs autres lignes qui fe trouvent dans 
cette figure. 

5^. L'on aura la valeur de M C énoncée dans 
l'article 1 6b ;> en difadt 7w + »:w::MC4-CN 
(a):MC. ; 

I o^. Avant que de lire l'article 1 6 1 du Traité 

des 



DÉS tMPtKlàtEKt Pë¥i9S. ^$^ 

,4ies Infiniment Petits y il ne feroit pas mal ^e lire 
les articles 155 & 156 du Traité des Sections ccv 
txiques de M. le.Marquis de rHdpital. 

11^. Dans l'article 162 Ton ne peut pas tirer 
M D parallèle à LN ( Fig. i i8. PL 7. ) fans avoir 
JtoD : ML : : EF : EG; eu voici la preuve* Si les 
lignes M D & L N font parallèles » Ton aura Tan^t 
gle AiDL égal à fon alterne ELG. Cela fuppoii ^ 
voici comment je raifonne ; E F : E G : : le finus 
4e l'angle EJLF : au finus de Tatigle ELG. Mais 
MD : ML : : le finus de l'angle DLM , ou ELFï 
au finus de L'angle M D L ou £ LG ; donc fi M O 
& LN font parallèles » l'on aura M D : M Lt : î 
EF : EG : : bbgh : accf— ccfhs; donc M D : ML 

(i ) : : hlgh * accf^ccfh j donc M.D - — ^^f^^ 4 

donc par là même que M D fera parallèle à L N ^ 

Pon aura M D ;= — 4-^— tt* 

I I ! I 11 t I - ■ ■ , i, M > I I ^ ■ > I I I ■ I I 1 r I h Éna^t^fc^^^l^^t,^,^^,^^^ 

NO tu LIJ^. 

A plupart des articles de la feÔion neuvième 
que nous avons éclaircis , ne pouvoient gueres fc 
pafler de commentaire* Le Leékeur n*en fera que 
trop ton vaincu , en jettant les yeux fur les numerù 
65 8, 9 & 10 de cette note, "^ 

i^^ L'équation que donne la fuppofition de 

Partiçle 165 eft PM?==^(fig. 130. pi /)• Il 
s-enfuit de là que lorfque M. le MarqMls de; THÔ^ 
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pital dit que PM = — p^ — y il prend évidem- 
ment la confiante A B pour l'unité* 

2°. Dans les articles 164 & 1 6$ M. le Mar- 
quis de IHôpital différencie le numérateur de 
chaque fraétion , en le confîdérant non pas com-' 
me numérateur 9 mais comme une quantité ifo* 
lée« n tient la même conduite vis-à-vis le déno- 
minateur. 

jo. Pour comprendre la fin de Tarticlc 169, 
il &ut relire la fin de l'article 89/ 

40. C'eft par larticle 1 79 que Ton Êiit à l'ar- 
ticle 171 1/ = ^. 

5 ^. La proportion de l'article 1 7 8 n'eft bonne 9 
que parce qu'on confidére l'arc infiniment petit 
JAm ( fig- 155 , 156 , pi. 7 ) coanîme la inefurc 
de l'angle M G ;;7. Or on a ^drçit de le confidé- 
rer ainfî, nuifqu'il feroit confondu avec un arc 
4e C£rde infiniment p^tit Mi22^ qui auroit .pour 
rayon GM , pour centre le point G , & qui par 
là même feroit la mefure de l'angle M G w. 

6^. L'on a ^ à farticle 1 80 , MI x M G = 
BM X MN , ( fig. 156. pi. 7 ) parce qu'il eft 
démontré dans touâ les élémens de Géométrie 
que, deux lignes qui fe coupent dans un cercle^ 
le coupent en railbn réciproque. 

S'il s'agit de prouver dans ce même article 
qu'au point d'inflexion F » la ligne MR eft plus 
grande que U ligne M G , il faudra d'abord fùp- 

pofer pour un moment que l/^î2^-=ii^ -\/\ 



aa^cc% 
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Cette fuppoiîtion vous donnera ^ = r , ou KN 
r=: K M } ce qui efl impoiHble» Il &udra enfuite 
fuppofer que V/ ^^^ ^^c ^^ ^^^^ grande que 

\^.aa — cc\ cette féconde fuppofition donnera^r 
plus grand que ^ , ou KM plus grand que KN ; 
pc qui eft encore impoflîble ; donc au point d'in- 
flexion F Ton aura M G moindre que MR. Enfin 
l'on ne peut pas fuppofer , ainfi qu'on l'iiflure fur 

la fin de l'article 1 80 , que |/^^H^ foit plus 

grand que a — r > fans avoir K M ( c ) plus grand 

que j. La preuve en eft renferfhée dans le 

calcul fuivant II n'eft pas néceflaire d'avertir que 
ie figne > fignifie p/w grand. 



V 



aab — bec ♦ # //• 

— > a — c par hypothcfe. 

aab — bec 

y aa — 2ac -+• ce 



s.a-^ b 

aab — hce > 2a^ — /^ac^ lacc-^aah — lahc-hlcc 
à y 2a^—^ ^ac •♦ 2acc — 2abc •+• 2bcc. 

Cette dernière équation fignifie que les quantités 
/^ac & 2abc afFeftées du figne — furpaflent les 
quantités 2a^ , 2acc & 2bcc afiPedtées du figne -*-• 
Reprenons ce calcul. 

/^aac + 2abc > 2a^ 4- 2acc H- 2bcc 
2aac H- abc > a' -4- ace •+• bec 
aàc H- abc > ^' — aac -H ace + bec 
aae 4- abc — ace — bec > a^ — auc. 

Divifons ces deux quantités par ^+i&, nous aurons 

Aaiî 



i7* 
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«j - 



ne 



ce > 



4«C 



^^ 



a — cXe> 



Mtx a 



c > 



tf<z 



K 



aab bec 



ta 



^ plus grand que 
a — r , Ton trouvera ç plus grand que 



'f. L'on peut demander en lifant Particlc 182, 
{)ourquoi GMir7-4-MG g ( fig. 1 35. pi. 7 ) = 



^iï 



?* 



-MGg 



a • 



ix ce — aa 



i ^ ' aab 

pondra que G M ;n + M Gg 



7.a 



ÎKGg. L'onré. 

23 



MG^ 



A X te 



^4 



a^i^ 



KGg 



2<t 



MG^ 



2« 



JAGg 



«K 



H-tMG^ 



* 



i '^ ce — aa 
aak 



I :» & queMG^=r fMGg. Mais 



^G^, parce quç 

2tf -4- 2* 



2a 



— M Gg ; donc &c. 



8^ L'article 185 préfente une autre folutioo 
du problême de l'article 182. Il fe comprend à la 
première leôure , lorfqu'on fe rappelle que , par 
Ja propriété du cercle y P E* ( fig. 140. pi. 7 ) = 

A?x?V==^çu—'UU î & que EM(^) 






(irt, 171 )^ =^, devient par là même ^ 
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fA^ce (/ue OB{i):KB<«)::KB(*): AK 
X «■ ) ,♦ donc 'tta = bc * donc fi l'on a £M = 

^, foâ âina E M == ?î/ 



JL'oii àffiire à la fia du même article iS; qw; 
par là même que refpace A £ H se au f«âafigle 
P Q. , moins le double de l'efpace circulaire APE , 
Ton aura A EH == P E x KA ^-K P x A E. Le 

calcul fuivaftt va mettre cette vérité dans, tout 
fort jour. 

Je nomme AKf «; KJP, i; PÉ, a EH, 

ou l'atc A E, 4- Cela fait , void com m ent je rai- 

fo nne ; le re^lan gle PQ.= ÀK-4~KpXPli +jc.H 

. i.*efpace circulaire APE==AlCx;AE +KP 

>c|PE:=^^.^j donc 2A?E=.ad^ici 

donc le reéïangle PQ, — aAPE := ac-hhc'^ad 
^ hd —^ ad — bc z= ae -i- hd) Mais PExAK+ 
KPxAE=:= ar+*rf.Donc ïiPerpace AEMeft 
égal ati reÀanglePQ, moins le double de Teffà- 
ce circulaire A P È , il fera par là même égal à 
P E X K A -h K P X A E. L'on a fuppofé dans ce 
calcul que le point P tomboit au defTous de K ; 
car lorfqu'il tombe au deflUs , l'on' a A EH = 
PExKA^KPxAE. 

90. Pour tomprendre Fàrticte 1 85 , voici ce 
quil faut fç rappetter. i». L'eTpacè AEM == 

"—- FfrW +^^irKr7At. Mais KP 
È;=JCV-.VP'=«*-.rj donc-.jCPz: 



donc — T- KPxAE = j^ A 

AE. ao.LefcaeurAK.E=ArX AÊ = ^X 
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^-— -.KFxAli = ^ 

AK 

AE. î». L'efpace AEM-i-le refteur AKE = 

«« -•- <f* srs— =7— . OMC -¥-ahe — ami — ahi ^ -, 
-^^PÊxKAH--^-^ Y^ AE 

+ - X AE ; donc Ton aura l'efpace AEM 
le fefteur A KE = '-^-^ PHxK a + 



A E. 40. On ne 



%tae -f- iabe — iaau — %ahi H- bec 

peut pas faire dans ce même article 185 , u — 

aaae^2abc^bcc ç^^^ ^^^^^ ^^^ ^ ^^y^ ^ ^^^ 

«f- zabc -4- &cr, &par conféqiient fans rendre nulk 

. 1 2AM-*- lait ■^i- bec—' 2aau — Z^Au a -p 

la valeur ■■ r ■ A n. 

zbc 

lo*. Le dernier article de la neuvième feaion, 
c'eft-à-dire , l'article , 1 86 préfente quelques diffi- 
cultés que nj3^s allons éclaircir en peu de mots. 
1*. Si X = |/f^ , l'on aura ^= i /la , & ixx 
z=zaa ; donc en Éaifant x = y'i aa , ie dénomina- 
teur de la fraftion -^^^^ deviendra o , ce 

V2XX — aa 

qui eft une marque de l'infini. 2^. Lorfque le 
point M ( Fig. 141. Pl.^. ) tombe en D , Ton a 

AM=:AD, oux = «; donc l'on a — — = 
^ -^ =«-4^ ao. Pour tirer de l'équation / 
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x^'i'aaxx- — J* la valeur de DD ou aAD 
( Fig. 142. PL 7) 9 M. le Marquis de l'Hôpital a 
fait P M tri ^ , parce que dans cette fuppofîtion 
l*on a A D =: X. Il a enfuite cherché la valeur d» 
X ^ en mariant fuivant les régies ordinaires y Té- 
quation X* -4- aaxx — t* = ^ / & il a trouvé x = 

p^ — \aa + \ j/^^4i4 , & par conféquent 
a A D ou 2X =: ^ — 2aa + 2 \/a^^^ 4*4« 

NOTÉ LV. 

Xj a diitieme feâion eft fans contredit la moins 
importante de toutes. Elle n'apprend que ce que 
fçavent tous les Mathématiçijens , c'ei]b-à-^dire , 
que par le calcul des différences on réfout beau- 
coup plus facilement que par toute autre métho- 
de y les prdblênles propofés dans les neuf feâions 
précédentes. Pour fe convaincre de cette vérité, 
il ne fera pas néceflaire de lire les 22 articles <^ 
compofent la dixième fedtion \ on pourra fe con« 
tenter de la ledure de V article 208 j on verra 
combien compliquée eft l'équation que donnent 
les méthodes qui ne font pas fondées fur le cal- 
cul différentiel , dont M. le Marquis. de THÔpr- 
tal nous a donné les régies avec autant de clar- 
té, > que de préciiion dans fon Analyfe des Infini-^ 
ment Petits . 
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TABLE. 

OECTION i Çk tan émim lu r^gUs iu ealaâ 

P&OFOSITIOH L OuVon enftigne éprendre la diffé- 

renoÊ de fluJUurs pumUis a/outées er^mète , au fimj- 

. iraius les unes des autres. ^ 

Froposi tiom^II. Ou Von enftigne i prendre û 
différence dfun produit faU de plujieurs quantités mul* 
eiptiées Us unes par tes autres* * j 

Prqpqsitioii I.If. Ou l*on tr^f^gm i prendre U 
diffénncs iuxu fraâiçn quelconque» € 

pBOfOSITION ÏV. ÔiL ton enftigne k prendre ht 
différence éfune fuiffance quelconque parfaite ou impar- 
faite d^une quantité variable^ y 

SECTION II Ok Von fait ufi^e àa tOeul éts 

< âi^ences pmur trouwr le^ t^ngfn^f fe wutes fortes 
de lignas çourbe^^ i^ 

f il Q ?o 9 ( T I O ti I. pu Von enftigne la méthode àt 
tirer duh pçint donné une tangente fur une courbe dont 
on connok la relation qui règne entre la coupée & Vap^ 

" ptiquée. z^ 

LcÂ li'Propofitions futvapcei.de U même Seûioti cod« 

. cieeeent dei Prol^êmei an^ogues, auK t^gentci. 

5BCT10N II \. Qu Von fait vfagt du calcul des 
différences pour trouver les plus grandes ou les moin^ 
dres appliquées. ' Jf 

Proposition gé n.é râle. Oli Von enfeigne U 
méthode de trouver la plus grande p ou la moindre ap^ 
pliquée , la nature de la ligne courbe étant donnée. <8 

SECTION IV. Qu Von fait ufage du calcul des 
différences pour trouver les points iVinfléxion d» de rr- 
brouffement. ^ y y 

Proposition L 
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3? K O ? o < I T I o K L Oîi^ ton enfiigru à frmire U 
différtnce âunt quantité eompoféc de différmccs-, quelcon- 
ques. 8z 
P ILOPOSITION IL Ou Con apprend a déterminer le 
point d? inflexion pu de rekroujfement^ p la nature de ^ Ut 
ligne courbe étant donnée. . 8^ 
SECTION V. OiiFon fou ufage du calcul des diffé^ 
rences pour trouver les développées. - zôi 
Proposixiom \. Ou l'on apprend i déterminer la 
longueur du rayon de la développée. . /o J 
Proposition W. Oit Con apprend à trouver le 
point oit Vaxe touche la développé^. it^ 

Proposition III. Ou Von Rapprend a trouver une 
infinité de lignes qui aient la même développée^ Zjf^ 

SECTION VI. Oà Von fait ufage du calcul ^fies 
différences pour trouver les cauftiques par réflexion) t^S 

Proposition I. Ou Von enfeigne a trouver fur le 
rayon réfléchi , donné de pofitiqn ^ le point cil if, touche 
ta cauftique. i^t 

Proposition IL Ou Voft réjout le PrqBl^ Jui*- 
vont : la cauftique par réjlexion étant donnée avec h 

. point lumineux ^ trouver une infinité de co^ries s dont 
*elle fait cauftique par réflexion, i€j 

SECTION VIL OuVon fait ufage du calcul des 
différences pour trouver les cauftiques par réfraâion. ijz 

Proposition!. Ou Von enfeigne à trouver fur k 
rayon rompu ^ donné de pqfition , le point w ^l touche 
la cauftique par réfraâion. 5^ zj^ 

Proposition IL Ou Von réfout te Problème fui- 
vant : la cauftique par réfraâion étant donnée y -avec 
fan point lumineux , d» la raifon de m à^ ,•, trouver 
une if^nité de courbes dont elle foit cauftique paj^ ré- 
fraâion. z8z 

SECTION VÏIL Oh Von fait ufage ducalculdes 
différences pour trouver les points des lignes courbes 
qui touchent une infinité df lignes données de pofîdon , 
droites ou courbes. t8y 
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F B ô ^ ô s 1 1 f o H I. Où fon tnfiigiu i tfôuvtr um 
ligm courte pti touche um infink4 ^ forahoUs gm 
fofftrn toutes par un mime point. ^Sj 

Les y PropolicioDS foivames conâeniieftt des ProbtêsMi' 
analogue^ m Aifet ekpoft ao eommeaceoefic de la 
SeâioD Vill. 
SECTION IX. Ok Von troure* U Solution à 
quelques Problèmes qui% dépendent ies méthodes précé- 
dentés. zoê 

Lei Froblètnçs réfolat dans cette Seftton font an noin- 
" bffe de i. 

SECTION X. Oii Pon trouve une ûouveXk inaniere 

* de fi firyir du calcul des différences dans, les courbes 

Géométriques , <foU Von déduit U méthode êe'Mr*:. Def- 

cartes & Hudde.. ^33 

Cette Donvelle méthode eft employée datif les 7 Propo- 

firiotis qui forment cette Seâion. 
COMMENTAIRE des articks les plus difficiles 
de VAnalyfi des Infiniment Petits. ^^3 

Note I. sinologue à VarticU 2. s^^^f 

K o T K II. Analogue i f article $. . 2^S 

N o T E^ 1 1 1. Analogue à V article 6; ^€2 

N o T B I y. Analogue à Partiele 7. ^€4 

N o T S V. Analogue à la Seêian ficonde conjidérée en 

général. 23^ 

N o T B VI. Anaipguè à f article y. 28^ 

N o T B -V I T. Analogue a V article 1 î. 284 

Note VI IL Analogue à ^article II. 28^ 

Noté IX. Analogue à C article 15. 2^4 

N ô T B X. Analogue à Vanicle 14. 2^y 

N O f E X I. Analogue à Particle 1$. ' 301 

N d^ B XIL Analogue aux articles 17 d» i8- 303 

Note XII L Analogue â V article Zi» 30^ 

N o T ï XIV. Analogue à la Propofition $ de Aa 2*. 

Senian. 3^^ 

Note X-V. Analogue à- la Propofition 6 de la mime 

Seêion, . ^ * 308 



#Co aè B XVI. Analopie i fanide iS. ^oB 

N o T £ X V 1 1. Analogue à la ProfoJUUn 8 it la 2\ 

SèSion. 3^3 

Note XVII L Analogue k la Fropofition p de la 

mêmi'^eâhn. ^lO 

Note XIX. Analogue à V article ^i. ^it 

N o T B X X. Analogue i P article ja. ^i% 

Note XXI. Analogue à V article 94. ^z^ 

Note XX IL Analogue à ParticU jfu 2^3 

Note XXIIL Analogue à ParticU ^^ff. ^ijf 

N o T E X X I V. Analogue à foM^ticle 40. ^i^ 

' N c X E XXV. Analogue à la Propojition 16 delà a^ 

, Seâion. 3^^ 

Note XXV L Analogue à la troijume Seâion con- 

fiderée eh général. 318 

Note XXVII. Analogue à P article 48. J2r 

^NoTB XXVIII. Analogue à P article 4p.* J2» 

Note XXIX. Analogue à t article ^o. J2B 

Note XXX. Anx^gue àVarticU %\. 32^ 

Note XXXI. Analogue à V article $t. J2J 

NdTE XX XII Analogue k VatikU S3<: 3^4 

Note XX XML And^gue à IWtide ^4. ^ ^z^ 

Note XXXI V. Analogue à VarticU $6. \^Z^ 

Note XXXV, Analogue à V article j8. 32^ 

Note XXXVL Anaiogi^ à ^article 59. 32 f 

Note XXXVÏI. y^alogut à Partide 61. J«^ 

NoTiEs XXXVIII. XXXIX- nu Analogues à 

la Seâion 44, cpnjidérier en général* " 33Z 

Note X 'L I. Analcigue à P article 66. 340 

Note Xi^ll. Analogue à ParticU 6j. 344 

Note XLIII. AnaUgue à P article' 6S. 344 

No TE X L I V. Analogue # ParticU 6^* 344 

Note X L V- Analogue à ParticU 70. 34S 

Note X L V L Analogue à ParticU 71. 34^ 

Note XLVII. Analogue a ParticU 72. 34S 

Note XLVIII. Analogue à ParticU 7^. ^50 

Note XLIX. Analogue à ParticU 74. ^^o 
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fï o T B L. Analopu aux principaux artitUs dt la Su 



N o T B L L Aitalogiu aux principaux articles de la 6e. 

SiiUon. 3SS 

N o T B LU. jinaloguê aux principaux articles de-^ la 

7e feâion. 3^1 

NoTB LIIL yinahgue aux principaux articles de U 
• 8e. fiction. 3^4 

H o T B L I V. Jlnalogae aux principaux articles de U 

9e. feâion. 36^ S 

Note L V. Anahgue à U itfc. ftâion conjîdirèe en 

giénéroL 376 

FIN. 
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Fautes a corriger * 

Page 6 ligne 20 J UfeK y 

page 1 2t ligne 4 ayypx lifc\ ayydx. Ces 
deux fautes ne font que dans quelques cxem* 

plàires. 

page 38 ligne 20 de ltfc\ des 

page 4j6 ligne 24 NQ. lift\ MQ, 

page 65 ligne 20 xx ^(/?K ^^ 

page ijî ligne 23 forre lift\ forte 

page 195 ligne 7 QC '/î/^^ .Q.C 

page 297 ligne 19 ay.y Hfil axy 

page 33^ %ï^e 7 lifei dx-^dy- V^^"+^ 
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